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AVERTISSE MEN'T.

Cr traité renferme une théorie compléte de la partie de la géométrie
gu'on a nommée Gdométrie descriptive. Le citoyen G. Monge devoit en
faire I'application aux comnstructions de la perspective linéaire, a la dé-
termination des ombres dans les dessins, & la description des élémens des
machines, etc. , ainsi que cela est annoncé dans le programme qui pré-
céde cet éerit. Déja il avoit fait graver les dessins qui servent maintenant
de modéles aux ¢léves de I'école polytechnique pour I'étude de la coupe
des pierres, de la charpente , de la perspective et des ombres; mais les
différentes missions qu'il a recues du gouvernement, celle quil remplit
maintenant en Egvypte, V'ont empéehé de terminer ce travail.

On a pensé qu'il seroit utile de publier séparément la premiére partie
de l'ouvrage ; elle pourra mettre le lecteur en état d’en faire lui-méme
les applications, '

Pour lire ce traité, il suffit de connoitre la ]u'emiérc pnr!ie de la géo-

meétrie ¢lémentaire.
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ﬁg. 42.

Numéros 104—110 , les figures désignées par les nombres 44, 45, 46
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Il n’est pas moins avantageux de répandre la connoissance des phéno-
ménes de la naturve , qu'on peut tourner an profit des arts.

Le charme qui les accompagne pourra vamncre la répugnance que les
hommes ont en général pour la contention d’esprit, et leur faire tron-
ver du plaisir dans lexercice de leur intelligence, que presque tous

regardent comme pnjnihlc et fastidieux.

Ainsi il doit y avoir & Pécole normale un cours de géométrie des-

criptive.

Mais comme nous n’avens sur cet art aucun ouvrage élémentaire bien
fait , soit parce que jusqu’ici les savans y ont mis trop peu d’interdt ,
soit parce qu'il n’a été pratiqué que d’une maniére obscure par des
citoyens dont Péducation n’ayoit pas €té assez soignée , et qui ne sa-
voient pas communiquer les résultats de leurs méditations , un cours
simplement oral seroit absolument sans effet.

11 est donc nécessaire pour le cours de géométrie descriptive, que la
pratique et l'exécution soient jointes 4 l'audition des méthodes.

Ainsi ceux des citoyens dont les études antérieures auroient été diri-
gées vers la géométrie, ou vers les autres sciences exactes , seront exerces
dans des salles particuliéres aux constructions graphiques de la géo-

métrie descriptive.

Les deux parties de cet art ont des méthodes générales, avec lesquelles
les citoyens se familiariseront par I'usage de la régle et du compas, et
sans lesquelles il seroit difficile qu'ils se missent en élat de V'enseigner

enx-mémes.

Parmi les différentes applications que 'on peut faire de la méthode
des projections, il y en a deux qui sont remarquables , et par leur ge-
néralité , et par ce qu’elles ont ’ingénieux : ce sont les constructions
de la perspective , et la détermination rigoureuse des ombres dans les
dessins. Ces deux parties peuvent étre considérées comme le complé-
ment de Vart de déerire les obiets. On y exercera ces citoyens, parce

)
A o
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qu’étant destinds & enseigner un jour les procédés de la géométrie des-
criptive , il est nécessaire qu'ils en connoissent toutes les ressources.

Ensnite on appliquera la méthode des projections aux constructions
araphiques , nécessaires an plus grand nombre des arts, tels que les
traits de la coupe des pierres, ceux de la charpenterie , etc.

Enfin le reste de la durée du cours sera employé , d’abord 4 la des-
cription des élémens des machines, afin d’en étndier les formes et les
effets, et ensnite & celle des machines dont il est le plus important de
répandre la connoissance , soit que les machines aient pour objet de
donner au travail plus de précision et plus d’uniformité, soit qu’elles
aient pour but d’employer 4 la production d’'un certain travail les forces
de la nature, et par ld d’augmenter la puissance nationale.

-
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]_)oun tirer la nation frangaise de la dépendance on elle a été jusqu’a
présent de l'industrie étrangére , il faut , premiérement , diriger I'éduca-
lion nationale vers la connoissance des objets qui exigent de Pexactitude,
ce qui a été totalement négligé jusqu’a ce jour, et accoutwmner les mains
de nos artistes au maniement des instrumens de tous les genres, qui
servent a porter la précision dans les travaux et & mesurer ses différens
degrés : alors les consommateurs , devenus sensibles A I'exactitude , pour-
ront Pexiger dans les divers ouvrages, y mettre le prix nécessaire ; et
nos artistes, familiarisés avec elle dés I'dge le plus tendre , seront en
état de latteindre.

Il faut, en second lieu, rendre populaire la connoissance d'un grand
nombre de phénoménes naturels, indispensable aux progrés de I'indus-
trie , et profiter, pour I'avancement de Pinstruction générale de la na-
tion, de cette circonstance heureuse dans laquelle elle se trouve , d’avoir
& sa disposition les principales ressources qui lui sont nécessaires.

Il faut enfin répandre parmi nos artistes la connoissance des procédés
des arts, et celle des machines qui ont pour objet, ou de diminuer
la main-d’eeuvre, ou de donner aux résultats des travaux plus d’uni-
formité et plus de précision ; et & cet égard , il faut lavouer, nous
avons beaucoup a puiser chez les nations étrangdres,

On ne peut remplir toutes ces vues qu’'en donnant a I'"éducation na-
tionale une direction nouvelle.

_C":’St; d’abord , en familiarisant avec I'nsage de la géométrie des-
criptive tous les jeunes gens qui ont de l'intelligence , tant ceux qui.
ont une fortune acquise , afin qu'un jour ils soient en état de faire
de lenrs capitaux un emploi plus utile et pour eux et pour la nation ,

A
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gue ceux méme qui n'ont Q’autre fortune que leur éducation, afin
qu’ils puissent un jour donner un plus grand piix & leur travail.

Cet art a deux objets principaux.

Le promier est de représenter avec exactitude , sur des dessins qui
n‘ont que deux dimensions , les objets qui en ont trois, et qui sont

susceptibles de définition rigoureuse.

Sous ce point de vue, c’est une langue nécessaire a '’homme de génie
qui congoit un projet, & .ceux qui doivent en diriger l'exécution , et
enfin aux artistes qui doivent eux®mémes en exccuter les dilférentes
parties.

Le second oljet de la gdométrie descriptive est de déduire de la des-
cription exacte des corps tout ce qui suit nécessairement de leurs formes
et de leurs positions respectives. Dansce sens, c’est un moyen de recher-
cher la vérité ; elle offre des exemples perpétuels du passage du connu
A Pinconnu ; et parce qu'elle est toujours appliquce a des objets sus-
ceptibles de la plus grande évidence , il est nécessaire de la faire entrer
dans le plan d’une éducation nationale. Elle est non-seulement propre
3 exercer les facultés intellectuelles d'un grand peuple, et & contri-
buer par-1A au perfectionnement de I'espéce humaine, mais encore elle
est indispensable & tous les ouvriers dont le but est de donner aux
corps certaines formes déterminées ; et c¢'est principalement parce que
les méthodes de cet art ont été jusqu’ici trop peu répandues, ou méme
presque entiérement négligées, que les progrés de notre industrie ont été
si Jents.

On contribuera donc & donner a ’éducation nationale une direction
avantageuse , en familiarisant nos jeunes artistes avec Iapplication de
la géométrie descriptive aux constructions graphiques qui sont néces-
saires au plus grand nombre des arts , et en faisant usage de cette
séométrie pour la représentation et la détermination des élémens des
machines , au moyen desquelles 'homme , mettant a contribution les
forces de la nature , ne se réserve , pour ainsi dire, dans ses opérations,
d’autre travail que celui de son intelligence.
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seroit deux métres. Ce point, devant se trouver en méme temps et sur
la surface de la pt'cmit‘,rc sphére et sur celle de la deuxiéme , ne peut
plus étre confondu qu’avec ceux qui sont communs aux deux surfaces
et ¢ui sont dans leur commune intersection : or, pour peu qu’on sc't
familiarisé avec les considérations t’mneluquvs , on sait que linter-
section des surfaces de deux sph&res est la circonférence d’'un cercle ,
dont le centre est sur la droite qui joint ceux des deux sphéres, et dont
le plan-est perpendiculaire a cette droite 3 donc, en vertu des denx con-
ditions réunies , le point cherché est actmellement distinct de ceux qui
sont sur les surfaces des denx spheres, et il ne peut plus dtre confondn
gquavec ceux de la circonférence du cercle, qui jouissent tous des deux
conditions énoncées et qui en ]f}lll:;’i"’f“t seuls. Il faut donc encore une
troisidme condition pour le distinguer.

Supposons , enfin , que le point doive se trouver & trois metres de dis-
tance d'un troisiéme point C 5 connu. Cette troisiéme condition le place
parmi tous ceux de la surface d'une troisi¢me sphére , dont le centre
seroittau point C; et dont le rayon seroit trois metres. Lt parce que
nous avons vu qu’il doit &tre sur la circonférence d’un cercle connu de
position, pour satisfaire en méme temps aux trois conditions, il faut
qu'il soit un des points communs et & la surface de la troisi¢me sphére
et & la circonférence du cercle : or on sait qu’une circonférence du cercle
et la surface d’une sphére ne peuvent se couper qu'en deux points j
donc, en vertu des trois conditions, le point se trouve distingué de tous
ceux de l'espace, et ne peut plus &tre que 'un de deux points déter-
minés ; en sorte qu'en indiquant de plus de quel coté il est placé par
rapport au plan qui passe par les trois centres , ce point est absolument
déterminé , et ne peut plus étre confondu avec aucun autre.

On voit qu'en employant, pour déterminer la position d’un point
dans l'espace, ses distances & d’autres points connus, et dont le nombre
est nécessairement trois, 'on est entrainé dans des considérations qui
ne sont pas assez simples pour seryir de base & des procédés d'un usage
habituel.

4. Recherchons actuellement quelles seroient les considérations anx-
quelles on seroit conduit, si, au lieu de rapporter '1;1 position d'un
point & trois autres points connus, on le rap portoit a des droites dorn-
nées de position.
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Nous ferons observer auparavant , qu'nne ligne droite ne doit jamais
étre considérée comme terminde, et qu'elle peut toujours étre indéfi-
niment prolongée dans I'un et dans 'autre sens.

Pour simplifier , nous nommerons successivement A , B, C, ete., les
droites que nous serons o!;ligés d’employer.

Si de la définition de la peosition du point il résulte qu’il doive se
trouver , par exemple , & un métre de distance de la premiére droite
connue A , on énonce que ce point est 'un de cenx de la surface d’un
cylindre & base circulaire, dont I'axe seroit la droite A , dont le rayon
seroit un meétre, et qui seroit indéfiniment prolongé dans les deux
sens de sa longueur ; car tous les points de cette surface jouissent de
la propriété énoncée dans la définition , et sont les seuls qui en jouis-
sent. Par-li , le point est distingué de tous les points de Pespace qui
sont en dehors de la surface cylindrique ; il est pareillement distingud
de tous ceux qui sont dans I'intéricur du cylindre , et il ne peut étre
confondu qu'avec ceux de la surface cylindrique , parmi lesquels on ne
peut le distinguer qu’au moyen de conditions nouvelles.

Supposons donc que le point cherché doive , en outre , &tre placé 4
deux métres de distance de la seconde ligne droite B : on yoit de méme
que par-la on place ce point sur la surface d’un second cylindre &
base circulaire, dont I'axe seroit la ligne droite B, et dont le rayon
seroit deux métres, mais avec tous les points de laquelle il est confondu,
si 'on ne considére que la seconde condition seule. En réunissant ces
deux conditions , il doit donc se trouver en méme temps et sur la
premiere surface cylindrique, et sur la seconde : donc il ne peut étre
que I'un des points communs & ces deux surfaces, c’est-i-dire, l'un de
leur commune intersection. Cette ligne , sur laquelle doit se trouver le
point, participe de la courbure de la surface du premier cylindre, et
de la courbure de celle dusecond , etest, en général , du genre de celles
qu'on appelle courbes & double courbure.

Pour distinguer le point de tous ceux de cette ligne, il faut une troi-
siéme condition.

Suppesons enfin que la définition énonce que le point demandé doive
encore étre a trois métres de distance d’une troisiéme ligne droite C.

Cette nouvelle condition exprime qu’il est un de ceux de la surface
d'un troisi¢tme cylindre & base circulaire, dont la troisi¢me ligne droite

C
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1. LA géométrie descriptive a deux objets : le premier , de donner
les méthodes pour représenter sur une feuille de dessin qui n’a que deux
dimensions , sayoir, longueur et largeur, tous les corps de la nature,
qui en ont trois , longneur, largeur et profondeur, pourvu néanmoins
que ces corps puissent étre définis rigoureusement.

Le second objet est de donner la maniére de yeconnoftre d’aprés une
description exacte les formes des corps, et d'en déduire toutes les vé-
rités qui résultent et de leur forme et de leurs positions respectives.

Nous allons d’abord indiquer les procédés qu'une longne expérience
a fait découvrir , pour remplir le premier de ces deux oljets; nous don-
nerons ensuite la maniére de remplir le second.

2. Les surfices de tous les corps de la nature pouvant étre consi-
dérées comme composees de points, le premier pas que nous allons#aire
dans cette matiége doit étre d’indiquer la maniére dont on exprime la
position d'un point dans 'espace.

L’espace est sans limites ; toutes ses parties sont parfaitcment sem-
blables, elles n’ont rien qui les caractérise, et aucune ’elles ne peut
servir de terme de comparaison pour indiquer la position d'un point.

Ainsi, pour définir la position d’un point dans Vespace, il-faut ne-
cessalrement rapporter cette position 4 quelques autres objets , distincts

des partics de Pespace qui les renferme, et qui solent eux-mémes con-

nus de position , tant de celui qui définit, que de celui qui yeut entendre

la définition ; e pour que le procédé puisse deyvenir lui- méme dun
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usage facile et journalier , il faut que ces objets soient aussi simples qu'il
est possible , et que leur position soit la plus facile & concevoir.

3. Parmi tous les objets simples, nous allons rechercher qucls sont cenx
¢ui présentent plus de facilité pour la détermination de la position d'un
point 3 et parce (ue la géométric n'offre rien de plus simple quun point,
nous examinerons dans (uel genre de considerations on seroit entrainé,
si, pour déterminer la position d’un point , on le rapportoit & un certain
nombre d’autres points dont la position seroit connue ; enfin , pour mettre
plus de clarté dans cette exposition , nous désignerons ces points connus
par les lettres successives A, B, C, ete.

Supposons d’abord , que la définition de la position du point com-
porte (lu’i] soit & nn métre de distance du point connu A.

Tout le monde sait que la propriété de la surface de la sphére est
d'avoir tous ses points & égale distance de son centre. Ainsi cette partie
de la définition exprime que le point que I'on veut déterminer a la
méme propriété que tous ceux de la surface d’une sphére dont le centre
seroit au point A ,%et dont le rayon seroit un meétre. Mais les points de
la surface de la .ulfh,rf-rc.sm!L les seuls dans tout 'espace qui aient cette
]-.1-np1-}¢jté; car tous les points de Pespace qui sont au-deld de cette sur-
face par rapport au centre sont p!us éluignés du centre que d'un metre,
et tous ceux qui sont entre cette surface et le centre sont au contraire
moins éloignés du centre que d’'un meétre : donc tous les points de la
surface de la .‘w“l:ﬂ:l(:'I'e non - seulement jouissent de la propriété énoncée
dans la pmpnsitirm , mais encore ils sont les seuls rlui en jounissent ; done
énfin cette proposition exprime (ue le point cherché est un de ceux de
la surface d'une sphére dont le centre seroit au point A, et dont le rayon
seroit un metre. Par-ld ce point est actuellement distinct d'une infi-

1ité d'autres placés dans l'espace ; mais 1l est encore confondu ayec tous

[}

{

cenx de la surface de la spheére , il faut d’antres conditions pour le recon-
noitre parmi eux.

Supposons ensuite que , d’aprés la définition de la position du point,
il doive &tre 4 deux métres de distance du second point connu B: il
est évident qu'en raisonnant pour cette seconde condition comme pour
la premiére , le point doit encore dtre un de ceux de la surface d'une

scconde sphére, dont le centre seroit au point B, et dont le rayon

-

el

P
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C seroit I'axe , et qui auroit trois métres de rayon : donc , en réunissant
les trois conditions , le point cherché ne peut plus &tre qu’un de ceux
qui sont communs, et la troisiéme surface cylindrique, et i la courbe
4 double courbure, intersection des denx premiéres. Or cette courke
peut en gr;nél':ll étre coupée par la troisidme surface c)'lind;'itjuc en huit
points ; donc les trois conditions rédunisent le point cherché & étre I'un
de huit points déterminés , et parmi lesquels on ne peut le distinguer
que par quclr{ucs conditions particuliéres du genre de celles dont nous
avons donné un exemple dans le cas des points.

On voit que les considérations auxquelles on est conduit pour déter-
miner la position d’un point dans P'espace par la connoissance de ses
distances a trois lignes droites connues , sont encore bien moins simples
que celles auxquelles donnent lieu ses distagices & trois points , et qu'ainsi
elles peuvent encore moins servir de base & des méthodes qui doivent
étre d’'un service fréquent.

5. Parmi les objets simples que la géométrie considére, il faut remar-
quer principalement, 1°. le point qui n’a ancune dimension ; 20, la ligne
droite qui n’en a qu’une ; 3°. le plan qui en a deux. Recherchons s'il
ne seroit pas plus simple de déterminer la position d’'un point par la
connoissance de ses distances & des plans connus, qu’il ne lest d’em-
ployer ses distances & des points ou a des lignes droites.

Supposons donc qu'il y ait dans I’espace , des plans non paralléles ,
eonnus de position , et que nous désignerons successivement par les
lettres A, B, C, D, etec.

Si, d’aprés la définition de la position du point, il doit étre, par
exemple, a un métre de distance du premier plan A, sans qu'il soit
exprimé de quel cdté il doit &tre placé par rapport i ce plan, on énonce
quil est un de ceux de deux plans paralléles au plan A, placés I'un
d’un cdté de ce plan , Pautre de lautre, et tous deux & un métre de
distance du premier : car tous les points de ces deux plans paralléles

satisfont & la condition exprimde , et sont, de tous ceux de l'espace,
les seuls qui y satisfassent.

Pour distinguer , parmi tous les points de ces deux plans , celui dont
- on veut définir la position , il faut donc encore avoir recours & d’autres
conditions.

B
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Supposons, en second lien, que le point cherché doive éirea deux métres
de distance du second plan B : par-la on le place sur deux plans pa-
ralléles au plan B, tous deux A deux métres de distance de ce plan,
I'un d’'un cOté , Pautre de P'antre. Pour satisfuire en méme temps aux
deux conditions, il faut donc qu'il se trouve , et sur 'un des deux plans
paralléles an plan A, et sur I'un des deux plans paralléles au plan Bj et par
eonséquent , qu’il soit 'un des points de la commune intersection de ces
quatre plans. Or , la commune intersection de quatre plans paralléles deux
2 deux , et de position connue , est Passemblage de quatre lignes droites
également connues de position ; donc , en considérant en méme temps ces
deux conditions, le point n’est plus confondu avec tous ceux de I'espace ,
ni méme avec tous ceux de quatre plans , mais seulement avec ceux de
quatre lignes droites. Enfin , gi le point doit étre aussi & trois métres de
distance du troisiéme plan €, on exprime qu’il doit étre I'un de ceux
de deux autres plans paralléles au plan C, et placés de part et d’autre,
par rapport & lui, a trois mégfes de distance. Ainsi, en verin des trois
conditions , il doit &tre en méme temps, et sur I'un des deux derniers
plans , et sur 'une des quatre lignes droites , intersections des quatre
premiers plans : il ne peut donc étre que I'un des points communs et a
T'un de ces deux planset a 'ane des quatre droites. Or, chacun des deux
plans ayant un point commun avec chacune des quatre lignes droites,
il y a huit points dans Vespace qui satisfont a la fois aux trois condi-

» it . > :
tions : donc, par ces trois conditions réunies , le point demandé ne

peut plus étre que 'un des huit points déterminés, et parmi lesquels
on ne peut le distinguer qu'au moyen de quelques conditions particu-
lidres.

Par exemple, si, en indiquant la distance au premier plan A, on
exprime aussi dans quel sens , par rapport a ce plan , la distance doit
étre prise ; au lieu de deux plans paralléles au plan A, iln’y en a plus
qu'un qu'il faille considérer , c'est celui qui est placé par rapport & lui,
du cbté vers lequel la distance doit &tre mesurée. De méme , si on
fndique dans quel sens, par rapport au second plan , la distance doit
étre prise, on exclut la considération d'un des deux plans paralléles
au second 3 etiln’y en a plus qu'un dont tous les points satisfassent a la
scconde condition ; et en réunissant ces conditions, le point ne peut plus

étre sur les quatre droites d’intersection de quatre plaus P-’Lr?l“ﬂlf-'s deux

ek
T

!




SN

¢CEOMETRIE DESCRIPTIVE, 11
3 deux , mais seulement sur l'intersection de deux plans, c'est-i-dire,
sur une ligne droite connue de position. Enfin, si l'on indique aussi
de quel cOté le point doit €tre placé par rapport au troisidme plan,
de deux pl;uls pal‘ailéles an troisiéme il n'y en aura pfus quun_dont
tous les points satisfaksent a la derniére condition j et pour satisfaire
en méme temps a ces trois conditions, le point devra se trouver & Pin-
tersection de ce troisieme plan avec la droite unique , intersection des
deux premiers, Il ne pourra donc plus étre confondu avec aucun autre
dans l'espace,” et il sera par conséquent entiérement déterminé.

On voit donc que, quoique, par rapport au nombre de ses dimensions ,
le plan soit un uhjet moins simple gne la ligue droite qui n’en a qu’'une,
et que le point qui n’en a pas, il présente cependant plus de facilité
que le point et la ligne droite pour la détermination d’un point dans
I’espace : c’est ce procédé que 'on emploie ordinairement dans lappli-
cation de l'algébre & la géométrie, ou, pour chercher la position d’un
point , on a contume de chercher ses distances & trois plans connus de
position,

Mais dans la géométrie descriptive, qui a été pratiquée depuis beau-
coup plus long - temps par un beancoup plus grand nombre d'hommes,
et par des hemmes dont le temps étoit précieux, les procédés se sant
encore simplifiés ; et aun lieu de la considération de trois plans , on est
parvenu , au moyen des projections , & n’ayoir plus besoin explicitement
que de celle de deux.

6. On appelle projection d’un point sur un plan le pied de la per-
pendiculaire abaissée du point sur le plan.

Cela posé, si 'on a deux plans connus de position dans I'espace, et
si 'on donne, sur chacun de ces plans, la projection du point dont on
veut définir la position, ce point sera parfaitement déterminé.

En effet, si par la projection sur le premier plan on congcoit une
perpendiculaire a4 ce plan, il est évident qu’elle passera par le point
défini ; de mémesi, parsa projection sur le second plan, on concoit une
perpendiculaire sur ce plan, elle passera de méme par le point défini ;
donec ce point sera en méme temps sur deunx lignes'- droites connues de

position dans P’espzace 5 donc il sera le point unique e leur intersection;
donc enfin il sera parfaitement déterminé,

B a




12 C. 50 'ET B IUE' B B S CR TLPT I VR,

Dans les paragraphes suivans , on indiquera les moyens de rendre ce
procédé d'un usage facile, et de nature i étre employé sur une seule
feuille de dessin.

7. Fig. 1. Si, de tous les points d'une ligne droite indéfinie A B,
placée d’'une maniére quelconque dans l'espace , on congoit des perpen-
diculaires abaissées sur un plan LMNO, donné de position , tous les
points de rencontre de ces perpendiculaires avec le plan seront dans
une antre ligne droite indéfinie @ 6; car elles seront toutes comprises
dans le plan mené par A B perpendiculairement au plan LMNO, et
elles ne pourront rencontrer ce dernier que dans 'intersection commune
de deux plans, qui, comme on sait, est une ligne droite.

La droite a b, qui passe ainsi par les projections de tous les points
d'une antre droite A B sur un plan LMN O, est ce qu’on appelle la
projection de la droite A B sur ce plan.

Comme deux points suffisent pour déterminer la position d'une ligne
droite ; pour construire la projection d’une droite, il suffit de constiuire
celles des deux de ses points, et la droite menée par les projections de
ces points sera la projection demandée.

1l suit de & que, si la droite proposée est elle-méme perpendiculaire
au plan de projection, sa projection se réduira a un seul point, qui
sera celui de sa rencontre avec le plan.

Fig. 2. Ltant données sur deux plans non paralléles LMNO, LMPQ,
les projections @ b, @' 4" , d'une méme droite indéfinie A B, cette droite
est déterminée : car, si par l'une des projections @ & I'on congoit un
plan perpendiculaire &4 LM NO , ce plan, connu de position, passera
nécessairement par la droite A B; de méme, si par 'autre projection &’ 4’
on congoit un plan perpendiculaire a LM P Q, ce ]{lan » connu de posi-
tion , passera par la droite A B. La position de cette droite , qui se trouve
en méme temps sur deux plans connus, et par conséquent & leur com-

mune intersection , est donc absolument déterminée.

8. Ce que nous venons de dire est indépendant de la position des plans
de projections, et a lieu également, quel que soit 'angle que ces deux
plans fassent entre eux. Mais si 'angle que forment les deux plans de pro-
jections est trés-obtus , 'angle que forment entre eux ceux qui leur sont
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perpendiculaires , est trés-aigu 3 et dans la pratique , de I?Q!;Lf_as P
pom-mient en apporter de trés = gr;mdcs dans la détermination de la
position de la droite. - tude

gu’on n’en soit détourné par quelques considérations qui présentent de
plus grandes facilités , on fait toujours en sorte que les plans de pro-
jections soient ]mr!mendlculaires entre eux. De plus_, comme la plupart
des artistes qui font usage de la méthode des projections sont trés-

Pour éviter cette cause d’inexactitude, 2 moins

familiarisés avec la position d’'un plan horizontal et la direction du fil
a plomb , ils ont coutnme de supposer que, des deux plans de projec-
tions , 1'un soit horizontal et l'autre vertical.

La nécessité de faire en sorte que dans les dessins les deux projections
soient sur une méme feuille , et que dans les opérations en grand elles
sofent sur une méme aire , a encore déterminé les artistes a concevoir
que le plan vertical ait tourné autour de son intersection avec le plan
horizontal , comme charnmiére, pour s'abattre sur le plan horizontal, et
ne former avec lui qu'un seul et méme plan , et A construire leurs pro-
jections dans cet état.

Ainsi la projection verticale est tounjours tracée de fait sur un plan
horizontal , et il faut perpétuellement concevoir qu'elle soit dressée et
remise en place , au moyen d’un quart de révolution autour de !'inter.
section du plan horizontal avec le plan yertical. Pour cela, il faut que
celte intersection soit tracée d’une maniére trés-visible sur le dessin,

Ainsi, dans la fig. 2 , la projection a b de la droite A B ne s'exé-
cute pas sur un plan qui soit réellement vertical : on congoit que ce plan
ait tourné autour de la droite LM pour s’appliquer en L MPQ'; et
c’est dans cette position du plan qu'on exdcute la projection verti-
cale @' &',

Indépendamment des facilités d’exécution que présente cette disposi-
tion , elle a encore 'avantage d'abrégér le travail des projections. En
effet , supposons que les points @, @' , soient les projections horizontales
et verticales du point A, le plg mené par les droites Aa, A @' sera
en méme temps perpendiculaire aux deux plans de projection, puisqu'’il
passe par des droites qui leur sont perpendiculaires; il sera donc aussi
perpendiculaire A leur commune intersection L M ; et les droites @ C,
a C, suivant lesquelles ils coupent ces deux plans , seront elles-mémes

perpendiculaires & L M.




14 C EOMETRTIE DESCRIPTIVE

Or, lorsque le plan vertical tourne autour de L M comme charniére ,
la droite @' C ne cesse pas, dans ce mouvement , d'étre perpendicu-
laire & L M ; etelle lui est encore perpendiculaire , lorsque le plan ver-
tical étant abattu, elle a pris la position C a”. Donc les deux droites
a C, C a’, passant toutes deux par le point C, et étant toutes deux
perpendiculaires & L. M, sont dans le prolongement I'une de I'antre ; il
en est de méme des droites 4 D, D 4, par .rﬂppnrt 4 tout autre point
comme B. D’ott il suit que , si on a la projection horizontale d'un point,
la projection de ce méme point sur le plan vertical supposé abattu
sera dans la droite, menée par la projection horizontale perpendicu-
lairement & lintersection L M des deux plans de projection , et récipro-
(imzmenr.

Ce résultat est d'un usage trés-fréquent dans la pratique. )

9. Jusqu'a présent nous avons regarde la ligne droite AB (/fig.2)
comme indéfinie , et alors nous n’avions 4 nous occuper que de sa direc-
tion : mais il peut se faire que cette droite soit considérée comme ter-
minée par deux de ses points A, B; et alors on peut de plus avoir
besoin de connoitre sa grandeur. Nous allons voir comment on peut la
déduire de la connoissance de ses deux projections.

Lorsqu'une droite est paralléele 2 un des deux plans sur lesquels elle
est projetée, sa longueur est égale 4 celle de sa projection sur ce
plan ; car la droite et sa projection , étant toutes deux terminées & deux
perpendiculaires au plan de projection , sont paralléles entre elles, et
comprises entre parallcles. Ainsi, dans ce cas particulier , la projection
étant donnée , la longueur de la droite qui lui est égale est aussi

donnée.
On est assuré qu'une droite est paralléle & un des deux plans de pro-

jection , lorsque sa projection sur lantre est paralléle au premier de
ses plans,

Si la droite est en méme temps ohliqﬁmm deux plans, sa longueur
est plus grande que celle de chacune de ses projections ; mais elle peut
en &tre déduite par une construction trés-simple.

Fig. 2. Soit A B la ligne droite, dont les deux projections a 4, ab
en soient données, et dont il faille trouver la longueur ; si par une de ses
extrémités A , et dans le plan vertical qui passe par la droite , on con-

;
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¢oit une liorizontale A E, prolongée jusqu’a ce gu’elle rencontre en E

la verticale abaissée par I'autre extrémité , on formera un triangle 1"(32-

tangle AEB, qu'il s'agit de comstruire pour avoir la longueur de

y droite A B, qui en est Phypoténuse. Or, dans ce triangle, indéper -
|
)

1

damment de V’angle droit, on connoit le cité AL, qui est égal & la

projection donnée a b. De plus, si dans le plan vertical on méne par le

point @ une horizontale 2’ e, qui sera la projection de AE, elle cou-

pera la verticale 4' D, en un point e, qui sera la projection du point

E. Ainsi ' e sera la projection verticale de BE, et sera par conséquent

de méme longucur qu’elle. Donc, connoissant les deux cbtés de l’augle
| droit , il sera facile de construire le triangle, dont I'hypoténuse don-
nera la longueur de A B.

La figure 2, étant en perspective, n’a aucun rapport avec les cons-
tructions de la méthode des projections : nous allons donner ici la
construction de cette premicre question dans toute sa simplicité.

Fig. 3. La droite LM étant supposé¢e lintersection des deux plans
de projections , et les droites @b, a" /5" étant les projections données
d’une ligne droite ; pour trouver la longueur de cette droite parle point
a’, on menera ’horizontale indéfinie H e, qui coupera la droite 44" en

un point e, et sur laquelle, a partir de ce point, on portera aé de
e en H. On ménera 'hypoténuse H 4", et la longueur de cetite hypo-
ténuse sera celle de la droite demandée.

Comme les deux plans de projections sont rectangulaires, 'opération
que l'on vient de faire sur un de ces plans pouvoit étre faite sur 'autre,
et auroit donné le méme résultat.

D’aprés ce qui précéde, on voit que si l'on a les deux projections

_ d’un corps terminé par des faces planes, par des arétes rectilignes, et

A par des sommets d’angles solides, projections qui se rédunisent aux sys-

' témes de celles des arltes rectilignes , il sera facile d’en conclure la
longueur de telle de ses dimensions qu'on vondra : car, ou cette dimension
sera paralléle & un des deux plans de projections, ou elle sera en méme
temps oblique aux deux; dans le premier cas, la longueur demandée
de la dimension sera égale A sa projection dans le second, on la déduira
de ses deux_ projections par le procédé que nous venons de décrire.

10. Ce seroit ici le lieu d’indiquer la maniére dont se construisent
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les projc{:tians des solides terminés par des p]{ms et des ardltes recti-
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lignes ; mais il n'y a pour cette opération aucune régle générale: on
sent en effet que, selon la maniére dont la position des sommets des
angles d'un solide est définie, la construction de leurs projections peut
étre plus ou moins facile , et que la nature de Popération doit dépendre
de celle de la définition. Il en est précisément de cet objet comme
de lalgebre , dans laquelle il n’y a aucun procédé général pour mettre
un probléme en équations. Dans chaque cas particulier, la marche dé-
pend de la maniére dont la relation entre les quantités données et celles
qui sont inconnues est exprimée ; et ce n’est que par des exemples
variés que l'on peut accoutumer les commengans & saisir ces relations
et & les écrire par des équations. Il en est de méme pour la géométrie
descriptive. Ce sera par des exemples nombreux et par 'usage de la régle
et du compas dans nos salles d’exercice , que nous acquerrons I'habi-
tude des constructions , et que nous nous accoutumerons au choix des
méthodes les plus simples et les plus élégantes dans chaque cas parti-
lier. Mais aussi, de méme qu’en analyse , lorsqu'un probléme est mis
en équation, il existe des procédés pour traiter ces équations et pour
en déduire les valenrs de chaque inconnue ; de méme aussi, dans la géo-
métrie descriptive , lorsque les projections sont faites , il existe des mé-
thodes générales pour construire tout ce qui résulte de la forme et de
la position respective des corps,

Ce n'est pas sans objet que nous comparons ici la géométrie descrip-
tive a L'algébre ; ces deux sciences ont les rapports les plus intimes. 11
n’y a ancune construction de géométrie descriptive qui ne puisse étre
traduite en analyse ; et lorsque les questions ne comportent pas plus de
trois inconnues , chaque opération analytique peut €tre regardée comme
Pécriture d'un spectacle en géométrie.

Il seroit & desirer que ces deux sciences fussent cultivées ensemble :
la géométrie descriptive porteroit dans les opérations analytiques les
plus compliquées Péyidence qui est son caractére , et, & son tour, lanalyse
porteroil: dans la géométrie la généralité qui lui est propre.

11. La convention qui sert de base i la méthode des projections
est propre 4 exprimer la position d'un point dans 'espace, a exprimer
celle

AT
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celle d'une ligne droite indéfinie ou terminée , et par conséquent & repré-
senter la forme et la position d’un corps terminé par des faces plane
par des arétes rectilignes et par des sommets d’angles solides , parce
que, dans ce cas, le corps est entiérement connu , yuand on connolt la
position de toutes ses arétes et celle des sommets de tous ses angler.

Mais si le corps étoit terminé, ou par une surface courbe unique, et
1

dont tous les points fussent assujettis & une méme loi, comme dans le

8,

cas de la sphére, ou par I'assemblage discontinu de plusieurs parties
de surfaces courbes différentes , comme dans le cas d’un corps faconné
sur le tour ; cette convention non - seulement seroit incommode, im-
praticable , et n’auroit pas Pavantage de faire imaee, mais encore elle
manqueroit de fécondité et elle seroit insuflisante.

D’abord il est facile de voir que la convention que nous avons faite
seroit incommode et méme impraticable, si elle étoit seule: car pour
exprimer la position de tous les points d’une surface courbe , il faudroit
non-seulement que chacun d'eux fit mdiqué par sa projection horizon-
tale et par sa projection verticale : mais encore que les deux projec-
tions d’'un méme point fussent lides entre elles , afin qu'on ne it pas
exposé a combiner la projection horizontale d'un certain point avec
la projection verticale d'un autre ; ct la maniére la plus simple de lier
entre elles ces deux projections étant de les joindre par une méme droite
perpendiculaire a la ligne d’intersection des deux plans de projections,
on surchargeroit les dessins d’'un nombre prodigicux de lignes, qui y jet-
teroient une confusion d’autant plus grande, qu’on voudroit approcher
L"{:u-'antage de Pexactitude. Nous allons faire voir ensuite que cette mé-
thode seroit insuffisante , et qu’elle manqueroit de la fécondité néces-
saire.

Parmi le nombre infini de surfaces conrbes différentes, il en existe
quelques-unes qui ne s’étendent que dans une partie finie et circons-
crite de I’espace , et dont les projections ont une étendue limitée dans
toutes les directions ; celle de la sphére, par exemple, est dans ce cas.
L'étendue de sa projection sur un plan se réduit & celle d'un cercle de
méme rayon que la sphére ; et on peut concevoir que le plan sur lequel
on doit en faire Ja projection , ait des dimensions assez grandes pour la
recevoir. Mais toutes les surfaces cylindriques sont indéfinies dans une

C
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certaine direction , comme la droite qui leur sert de génératrice. Le
plan lui-méme, qui est la plus simple des surfaces, est indéfini dans
deux sens. Enfin il existe un grand nombre de surfaces dont les nappes
multipliées gétendent en méme temps dans toutes les régions de l'espace.
Or, les plans sur lesquels on exécute les projections ont nécessairement
une étendue limitée. Si donc on n’avoit d’autre moyen pour faire con-
noitre la nature d’une surface courbe , que les deux projections de cha-
cun des points par lesquels elle passe , ce moyen ne seroit applicable
qu'a ceux des points de la surface qui correspondroient & I'étendue
des plans de projections; tous ceux qui seroient au-dela ne pourroient
étre ni exprimés ni connus : ainsi la méthode seroit insuffisante. Enfin
elle manqueroit de fécondité , parce quon ne pourroit en déduire rien
de ce qui seroit relatif aux plans tangens de la surface , & ses normales,
2 ses deux courbures en chaque point, A ses lignes d’inflexion, a ses
arétes de rebrousement, 2 ses lignes multiples , a ses points multiples,
3 toutes les affections enfin qu’il est nécessaire de considérer , dés qu'on
veut opérer sur une surface courbe.

1l a donc fallu avoir recours & une convention nouvelle qui fit com-
patible avec la premiére, et qui plt la suppléer par - tout ou elle
auroit été insuffisante. Clest cette convention nouvelle que nous allons

CKPOSE} r.

12. Il n’y a aucune surface courbe qui ne wisse 8tre recardée comme
Y

engendrée par le mouyement d’une ligne courbe, ou constante de forme

lorsqu’elle change de position , on variable en méme temps et de forme
et de position dans l'espace. Comme cette proposition pourroit étre
difficile & comprendre a cause de sa généralité , nous allons I'expliquer
sur quelques-uns des exemples avec lesquels nous sommes déja familiarisés.

Les surfaces cylindriques peuvent &tre engendrées de denx maniéres
principales, ou par le mouvement d’une ligne droite qui reste toujours
paralléle a une droite donnée pendant quelle se meut, en s’appuyant

tonjours sur une courbe donnée , ou par le mouvement de la courbe qui
et (ui se meut de maniére

servoit de conductrice dans le premier cas,
nnee ,

que , s'appuyant toujours par le méme point sur une droite do
tous ses autres points décrivent des lignes pamlléles A cette droite. Dans
P'une et Vautre de ces deux générations, la ligne génératri.ce , qui est

i, .
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une droite dans le premier cas, et une courbe quelconque dans le second,
est constante de forme : elle ne fait que changer de position dans
I'espace.

Les surfaces coniques ont de méme deux générations principales.

On peut d’abord les regarder comme engendrées par une droite indeé-
finie qui, étant assujettie & passer toujours par un point donné, se meut
de maniére qu’elle s’appuie constamment sur une courbe domnée qui
la dirige dans son mouvement. Le point unigue par lequel passe toujours
la droite est le -centre de la surface; c’est improprement qu'on lui a
donné le nom de sommet. Dans cette génération, la ligne génératrice
est encore constante de forme ; elle ne cesse jamais d’¢tre une ligne
droite.

On peut ensuite engendrer les surfaces coniques d’une autre maniére ,
que, pour plus de simplicité , nous n’appliquerons ici qu'au cas de celles
qui sont & bases circulaires. Les surfaces peuvent étre regardées comme
parcourues par la circonfcrence d'un cercle qui se meut de maniére
que son plan restant toujours parallele a lui-méme , et son centre se
trouvant tonjours sur la droite dirigée au sommet, son rayon dans
chaque instant du mouvement soit proportionnel 4 la distance de son
centre an sommet. On voit que si , dansson mouvement, le plan du
cercle tend A s’approcher du sommet de la surface, le rayon du cercle
décroit pour devenir nul lorsque le plan passe par le sommet, et que
ce rayon change de sens pour croitre ensuite indéfiniment, lorsque le
plan , aprds avoir passé par le sommet, s’en écarte de plus en plus. Dans
cette seconde génération , non seulement la circonférence du cercle, qui
est la courbe génératrice, change de position ; elle change encore de
forme & chaque instant de son mouvement, puisqu'elle change de rayon,
et par conséquent de courbure et d’étendue.

Citons enfin un troisiéme exemple.

Une surface de révolution peut étre engendrée par le mouvement d'une
courbe plane qui tourne autour d’une ligne droite placée d'une manicre
quelconque dans son plan. Dans cette maniére de la considérer, sa
courbe génératrice est constante de forme; elle.est seulement variable
de position. Mais aussi on peut la regardcl‘ comme eugendrée par la
circonférence d’un cercle qui se meut de maniére que son centre étant

tonjours sur laxe , et son plan étant toujours perpendiculaire & cet

]
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axe, son rayon soit & chaque instant égal & la distance du point of
le plan du cercle coupe l'axe, a celui ou il coupe une courbe quel-
conque donnée dans D'espace. Alors la courbe génératrice change en
méme temps et de forme et de position.

Ces trois exemples doivent suffire pour faire comprendre que toutes
les surfaces courbes peuvent étre engendrées par le mouvement de certaines
lignes courbes , et quwil n’y en a ancune dont la forme et la position ne
puissent &ire entiérement déterminées par la définition exacte et compléte
de sa génération. C'est cette nouvelle considération qui forme le complé-
ment de la méthode des projections. Nous aurons souvent occasion ,
par la suite, de nous assurer et de sa simplicité et de sa fécondité.

Ce n’est donc pas en donnant les projections des points individuels
par lesquels passe une surface courbe, que l'on en détermine la forme
et la position , mais en mettant & portée de construire pour un point
quelconque la courbe génératrice , suivant la forme etla position qu'elle
doit avoir en passant par ce point. Sur quoi il faut observer, 1°. que
chaque surface courbe pouvant étre engendrée d'un nombre infini de
maniéres différentes, il est de I’adresse et de la sagacité de celui qui
opére, de choisir, parmi toutes les générations possibles, celle qui em-
ploie la courbe la plus simple, et qui exige les considérations les moins
pénibles ; 20. qu'un long usage a appris qu'au lien de ne considérer
pour chaque surface courbe qu'une seule de ses générations, ce qui
exigeoit Iétude de la loi du mouvement et celle du changement de forme
de sa génération, il est souvent plus simple de considérer en méme
temps deux générations différentes, et d’indiquer pour chaque point la
construction des deux courbes génératrices.

Ainsi dans la’ géométrie descriptive, pour exprimer la forme et la
position d’une surface courbe, il suffit, pour un point quelconque de
cette surface, et dont une des projections peut étre prise a volonté, de
donner la maniédre de construire les projections horizontales et verticales
de deux génératrices différentes qui passent par ce point.

13. Appliquons actuellement ces généralités au plan, qui, de toutes
les surfaces , est la plus simple , et celle dont Yemploi est le plus fre-
quent.

Le plan est engendré par une premicre droite donnée d’abord de po-
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sition, et qui se meut de maniére que tous ses points décrivent dcs
droites ]mmlh‘:ies 4 une seconde droite donnée. Si la seconde droite
est elle-méme dans le plan que 'on considére, on peut dire aussi que
ce plan est engendré par la seconde droite, qui se meut de maniére
que tous ses points décrivent des droites paralléles a la premiére.

On a done lidée de la position d’un plan par la considération de
deux lignes droites , dont chacune peut étre regardée comme sa géné-
ratrice. La position de ces deux droites, dans le plan qu’elles peuvent
engendrer, est absolument indifférente : il ne s’agit donc, pour la mé-
thode des projections, que de choisir celles qui exigent les constructions
les plus simples. C’est pour cela que dans la géométrie descripiive, on
indique la position d’'un plan en donnant les deux droites suivant les-
quelles il coupe les plans de projections. 11 est facile de reconnolire que
ces deux droites doivent rencontrer en un méme point I'intersection des
deux plans de projections, et que par conséquent ce point est celui ol
elles se rencontrent elles-mémes.

Comme il arrivera trés-fréquemment que nous ayons des plans &
considérer, pour abréger le langage nous donnerons le nom de traces
aux droites selon lesquelles chacun d’eux coupera les plans de projec-
tions, et qui serviront & indiquer sa position.

14. Ces préliminaires étant posés, nous allons passer aux solutions
de plusieurs questions successives, qui rempliront le double objet de
nous exercer a la méthode des projections, et.de nous procurer les

moyens de faire ensuite de nouveaux progrés dans la géométrie
i,
descriptive.

Premiére question. Etant donné (fig- 4.) un point dont les projections
soient D, , et une droite dont les projections soient AB et « b, cons-
truire les projections d’une seconde droite menée par le point “donné
parallélement a4 la premiére ?

Solution. Les deux projections horizontales de la droite donnée et
de la droite cherchée doivent étre paralléles entre elles; car elles sont
les intersections de deux plans verticaux paralléles, par un méme plan.
Il en est de méme des projections verticales des mémes droites. De
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plus, la droite demandée devant passer par le point donné, ses pro-
jections doivent passer respectivement par celles du méme point. Donc,
si par le point D on méne EF parallele & AB, et si par le point &
on méne ef paralléle & @4, les droites EF et e/ seront les projec-
tions demandées, .

15. Seconde question. Ttant donné (fig. 6) un plan dont les deux
traces soient A B, BC, et un point dont les projections soient G, g,
construire les traces d'un second plan mené par le point donné paral-
lélement au premiert/

Solution. Les traces du plan demandé doivent &tre paralléles aux
fraces respectives du plan donné, puisque ces traces, considérées deux
4 deux, sont les intersections de deux plans paralléles par un méme
plan. Il ne reste donc plus & trouver, pour chacune d’elles, qu'un seul
des points par lesquels elle doit passer. Pour cela, par le point donné,
concevons une droite horizontale qui soit dans le plan cherché; cette
droite sera paralléle & la trace AB, et elle coupera le plan vertical
en un point, qui sera un de ceux de la trace du plan cherché sur
le vertical ; et I'on aura ses deux projections en menant par le point g
Phorizontale indéfinie gF, et par le point G la droite GI, paralléle
4 AB. Silon prolonge G I jusqu'a ce qu’elle rencontre I'intersection LM
des deux plans de projections en un point I, ce point sera la pro-
jection horizontale de l'intersection de la droite horizontale avec le
plan vertical. Donc ce point ’intersection se trouvera sur la verticale IF,
menée par le point I. Mais il doit aussi se trouver sur gF; donc il
se trouvera au point F d’intersection de ces deux derniéres droites.
Donc enfin, si par le point F on méne une paralléle a BC, elle
sera, sur lesplan vertical, la trace du plan cherché; et si, aprés avoir
prolongé cette trace jusqu’d ce qu'elle rencontre LM en un point E,
on méne ED paralléle 3 AB, on aura la trace du méme plan sur le
plan horizontal,

Au lien de concevoir sur le plan cherché une droite horizontale,
on auroit pu concevoir une paralléle au plan vertical; ce qui, par
un raisonnement absolument semblable, auroit donné la construction

suivante :
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b On ménera par le point G, et parallélement & LM, la droite indé-
s N R L (S Ll %= ot 3 A Y
finie GD; par le point g on ménera g paralltle 3 CB, et on la
| - - . e
i pml()ns;ural jusqu’a ce qu’elle conpe L M en un point H, par lequel on
a méne HD perpendiculaire & L M: cette derniére coupera G D en un

point D, par lequel, si 'on méne une paralléle & AB, on aura une
des traces du plan demandé; et si, aprés avoir prolongé cette trace
jusqu’a ce qu’elle rencontre LM en un point E, on méne EF paralléle
a BC, on aura la trace sur le plan vertical.

16. Troisieme question, Etant donné (fig. 6) un plan dont les deux
i traces soient A B, B C, et un point dont les deux projections soient D, d,

construire, 1°. les projections de la droite abaissée perpendiculairement
| du point sur le plan; 2° celle du point de rencontre dela droite et
du plan?

| Solution. Les perpendiculaires D G, d g, abaissées des points D et &
i sur les traces respectives du plan, seront les projections indéfinies de
[ la droite demandée; car, si par la perpendiculaire on congoit un plan
'| vertical, ce plan coupera le plan horizontal et le plan donné en deux
! droites qui seront l'une ct l'autre perpendiculaires & la communc

intersection A B de ces deux plans : or la premiére de ces droites étant
la projection du plan vertical, est aussi celle de la perpendiculaire
g quiil renferme; donc la projection de cette perpendiculaire doit passer
par le point D, et étre perpendiculaire & A B.
h La méme démonstration a lieu pour la projection verticale.

Quant au point de rencontre de la perpendiculaire et du plan, il est
évident qu’il doit se trouver sur lintersection de ce plan, avec le plan
vertical mené par la perpendiculaire; intersection qui est projol:éé in-
g définiment sur EF. Si T'on avoit la projection verticale fe-de cette
i intersection, elle contiendroit celle -du point demandé; et parce que

ce point doit aussi étre projeté sur la droite dg, il se trouveroit i
Pintersection g des deux droites fe et dg. Il ne reste donc plus &
trouver que la droite fe: or lintersection du plan domné avec le plan
vertical qui lui est perpendiculaire , rencontre le plan horizontal au
point E, dont on aura la projection ‘verticale e, en abaissant Ee per-
Ilelldicul_aireumm sur LM; et elle rencontre le plan vertical de pro-

|
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a

jection en un point dont la pr::jccliml horizontale est l'intersection

de la droite LM avec D G, prolongée, s'il est nécessaire, et dont la
projection verticale doit étre et sur la verticale F £ et sur la trace CH;
elle sera donc au point / de leur intersection.

La projection verticale g du pied de la perpendiculaire étart trouvée,
il est facile de construire sa projection horizontale; car si 'on abaisse
sur LM la I:'N_’l‘l)rﬂ‘rl{.liCul.liI‘C indéfinie g G, cette droite contiendra le
point demandé: or la droite DF doit aussi le contenir; donc il sera
au point G de lintersection de ces deux droites.

17. Quatridéme question. Etant donnée (fig. 7) une droite dont les
deux p;'ujecllons soient AB, @ b, et un point dont les deux projections
soient D, &, construire les traces du plan men¢ par le point perpen-
diculairement & la droite?

Solution. On sait déja, par la question précédente, que les deux
¢races doivent étre perpendiculaires aux projections respectives des deux
droites; il reste & trouver, pour chacune d’elles, un des points par
lesquels elle doit passer. Pour cela, si par le point donné on concoit,
dans le plan cherché, une horizontale prolongée jusqu’a la rencontre
du plan vertical de projection , on aura sa projection verticale en
menant par le point & une horizontale indéfinie & G, et sa projection
horizontale en menant par le point D' une perpendiculaire & A B,
prolongée jusqu’a ce qu’elle coupe LM en un point H, qui scra la
projection horizontale du point de rencontre de l'horizontale avec le
P};m vertical de projection. Ce point de rencontre qui doit se trouver
dans la verticale HG et dans l'horizontale 4G, et par conséquent
au p'c')int G dintersection de ces deux droites, sera donc un des points
de la trace sur le plan vertical ; donc on aura cette trace en menant
par le point G la droite ¥ C perpendiculaire 4 24; donc enfin, si
par le point C, ont la premiére trace rencontre LM, on méne CE
perpendiculaire & A B, on aura la seconde trace demandée.

§'il étoit question de trouver le point de rencontre du plan avec la
droite, on opéréroit exactement comme dans la question précédente.

Enfin , &l falloit abaisser une perpendiculaire du point donné sur
la droite, on coustrpiroit, comme nous veunons de le dire, la rencontre

de

i W
e

=



-SSR

CEOMETRTIE DESCRTPTIVE oh
de la droite avec le plan mené par le point donnéd, et gqul lui seroit
I ’
perpendiculaire; et on auroit, pour chacune des deux projections dé
la perpendiculaire demandée, deux points par lesquels elle doit passcr.
PEr] ’ 1 1 1

18. Cinguiéme guestion. Deux plans étant donnés de position ( ffg. 8),
au moyen de leurs traces AB et A 5 pour I'un, CD et Cd pour l'autre ,
construire les projections de la droite suivant laquelle ils se coupent?

Solution. Tous les points de la trace A B se trouvant sur le premier
des deux plans donnés, et tous ceux de la trace CD se trouvant sur
le second , le point E d’intersection de ces deux traces est évidem-
ment sur les deux plans ; il est par conséquent un des points de la
droite demandée. On reconnoitra de méme que le point F d’mtersec-
tion des deux traces sur le plan 'vertical est encore un autre point de
cette droite. L’intersection des deux plans est donc placée de maniére
qu’elle rencontre le plan horizontal en E, et le plan vertical en F.

Donc, si Pon projette le point F sur le plan horizontal , ce qu’on fera
en abaissant sur LM la perpendiculaire F /), et si 'on méne la droite /B,
elle sera la projection horizontale de I'intersection des deux plans. De
méme , si l'on projette le point E sur le plan vertical en abaissant
sur LM la perpendiculaire Ee , et si 'on méne la droite e}, elle sera

la projection verticale de la mé&me intersection., .4

19. Sixiéme gquestion. Deux plans ( fig. 9 ) étant donnés, au moyen
des traces AB, A 4 du premier, et des traces CD, Cd du second 3
construire l'angle qu’ils forment entre eux ?

Solution. Aprés avoir construit, comme dans la question précédente ,
la projection horizontale E /* de Dintersection des deux plans ; si I'on
congoit un troisime plan qui leur soit perpendiculaire , et qui soit par
conséquent perpendiculaire & leur comumune intersection 3 ce troisiéme
plan coupera les deux plans donnés en deux droites, qui comprendront
entre elles un angle égal & l'angle demandé.

De plus, la trace horizentale de ce troisiéme plan sera pempendiculaire
A 1. 2 A = r . - v
a la projection E £ de lintersection des deux plans donnés, et elle for-
mera ,

avec les deux autres droites, mn triangle dont l'angle opposé

D
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au cbré horizontal sera l'angle demandé. Il ne s’agit donc plus que de
construire ce triangle.

Or, il est indifférent par quel point de "intersection des deux pre-
miers plans passe le troisiéme ; on peut donc prendre sa trace a volonté
sur le plan horizontal , pouryu qu'elle soit perpendiculaire a4 E /. Soit
donc menée une droite (uelconque GH, pcrpm]dimxlnirc a Ef, ter-
minée en G et en H aux traces des deux plans donnés , et qui ren-
contre £/ en un point I, cette droite sera la base du triangle quil
faut construire. Actucllement concevons que le plan de ce triangle tourne
autour de sa base GH comme charniére , pour s'appliquer sur le plan
horizontal ; dans ce mouvement, son somnmet, qui est d’abord place
sur Pintersection des deux plans, ne sort pas du plan vertical mene
par cette intersection , parce que ce plan vertical est perpendiculaire
A GH; et lorsque le plan du triangle est abattu, ce sommet se trouve
sur un des points de la droite E £. Ainsi il ne reste plus & trouver que
la hauteur du triangle, ou la grandeur de la perpendiculaire abaissee
du point 1 sur Pintersection de deux plans. :

Mais cette perpemlicuhtim est comprise dans le plan vertical mené
par E £ Si donc on congoit que ce plan tourne autour de la verticale fF
pour sappliquer sur le plan vertical de projection , et si 'on porte f'E
de fene, flde feni,la droite ¢ F sera la grandeur de la partie
de DPintersection comprise entre les deux plans de projection ; et si du

point z 'on abaisse sur cette droite la perpendiculaire ik, elle serala’

hauteur du triangle demandé.
Donc enfin portant ik de I en K, et achevant le triangle GKH,
{ancle en K sera égal i Vangle formé par les deux plans.
o (=] o

20. Septiéme question. Deux droites qui se coupent dans l’espace
(fig. 10), étant données par leurs projections horizontales AB, AC,
ct par leurs projections verticales ab , ac, construire Pangle qu'clles
forment entre elles?

Avant de prucédor 3 la solution , nous remarquerons que ., puisque
les deux droites données sont supposées se Couper, le point A de
rencontre de® leurs projections horizontales , et le point @ de rencontre
de leurs projections verticales seront les projections du f_:ui_ut dans lequel
clles se coupent, et seront par conséquent dans la méme droite aGA

.
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perpendiculaire & LM. Si les deux points A et « n’étoient pas dans
une méme perpendiculaire & L M, les droites données ne se coupe-
roient pas, et par conséquent ne seroient pas dans un méme plan.

Solution. On concevra les deux droites données prolongées jusqu'i
ce qu'elles rencontrent le plan horizontal , chacune en un point, et Pon
construira ces deux points de rencontre. Pour cela on prolongera les
droites @b, ac, jusqu'a ce qu’elles coupent LM en deux points &, e,
qui seront les projections verticales de ces deux points de rencontre
par les points @, e, on ménera dans le plan horizontal, et perpendi-
culairement & LM, deux droites indéfinies D, e E, qui, devant passer
chacune par un de ces points, détermineront leurs positions par leurs
interscctions D, B avec les projections horizontales respectives A I,
A C, prolongées ¢’il est nécessaire.

Cela fait, si 'on méne la droite DE, cette droite et les deux partics
des droites données, comprises entre leur point d'intersection et les
points D, E, formeront un triangle, dont l'angle opposé & DE sera

=)

Pangle demandé ; ainsi il ne s’agira plus que de construire ce triangle.
Pour cela, aprés avoir abaissé du point A sur DE la perpendiculaire
indéfinie AF, si 'on concoit que le plan du triangle tourne autour de
sa base DE comme charniére, jusqu’a ce qu’il soit abattu sur le plan
horizontal ; le sommet de ce triangle, pendant son mouvement , ne
sortira pas du plan vertical mené par AF, et viendra sappliquer
quelque part sur le prolongement de F A en un point H, dont il ne
restera plus & trouver que la distance & la base D E.

Or la projection horizontale de cette distance est la droite AF, et la
hautcur verticale d'une de ses extrémités au-dessus de 'autre est égale
da G j donc, en yertude la fig. 3, si sur LM on porte AF de G enf),
et s1 'on méne i’h}'poténusc af, cette hypoténuse sera la distance
demandée. Donc enfin, si 'on porte 2/ de ¥ en H, et si par le point
H on méne les deux droites HD, HE, le triangle sera construit, et
Pangle DHE sera langle demandé.

21. Huitidme question, Etant données les projections d'une droite et
les traces d’un plan , construire I'angle que la droite et le plan forment.
entre eux ?

D2
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Solution. Si par un point pris sur la droite donnée, on congoit une
perpendiculaire au plan donné, l'angle que cette perpendiculaire for-
mera avec la droite donnée, sera le complément de Iangle demandé ;
et il suffira de construire cet angle pour résoudre la question.

Or, si sur les deux projections de la droite , on prend deux points
qui soient dans la méme perpendiculaire & Iintersection des deux plans
de projection , et si par ces denx points on méne des perpendiculaires
aux traces respectives du plan donné, on aura les projections horizon-
tales et verticales de la seconde droite. La question sera donc réduite
A construire I'angle formé par deux droites qui se coupent, et rentrera
dans le cas de la précédente.

22. Lorsqu’on se propose de lever la carte d’un ‘pays, on congoit ordi-
nairement que les points remarquables soient lids entre enx par des lignes
droites qui forment des triangles , et il s'agit ensuite de rapporter ces
triangles sur la carte , au moyen d’une échelle plus petite, et de les
placer entre eux dans le méme ordre que ceux qu'ils représentent. Les
opérations qu'il faut faire sur le terrain , consistent principalement dans
la mesure des angles et de ces triangles ; et pour que ces angles puissent
&tre rapportés directement sur la carte, ils doivent &tre chacun dans
un plan horizontal , paralléle a celui de la carte. Si le plan de l'angle
est oblique a I'horizon , ce n’est plus Iangle lui-méme qu'il faut rap-
porter , c’est sa projection horizontale ; et il est toujours possible de
trouyer cette projection, lorsqu’apres avoir mesuré langle lui-méme ,
on a de plus mesuré ceux que ses denx cdtés forment avec I'horizon ;
ce qui donne lien 4 Vopération suivante, qui est connuc sous le nom

de réduction d'un angle & I'horizon.

Newviéme question. Etant donnés l'angle formé par deux droites,
et ceux quelles forment I'une et Pautre avec le plan horizontal , cons-

truire la prnjuc:iun horizontale du premier de ces angles?

Solution. Soient A ( fig. 11 ) la projection horizontale du sommet
de l'angle demandé, et AB celle d'un de ses cOtés , de maniére qu'’il
faille construire l'autre ¢oté A E. On concevra que le plan de projection
yerticale passe par AB; et ayant mené par le point A une verticale
indéfinie Aa, on prendra sur elle, & volonté, un point &, que I'on
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regardera comme la projection verticale du sominet de l'angle obseryé.
(j(i.la fait , si par le point d on méne la dreite B, qui fasse , avec
'horizontale, un angle ZBA égal & celui que le premier coté fait avec
I’horizon , le point B sera la rencontre de ce coté avec le plan hori-
zontal. De méme , si par le point & on méne la droite 4C, qui fasse
avec I'horizontale un angle dCA égal a celui que le deuxiéme coté
fait avec I'’horizon , et si du point A comme centre, avec le rayon AC,
on décrit un arc de cercle indéfini CEF, le deuxiéme cdté ne pourra
J‘uu‘ontrcr le plan horizontal que dans un des points de 'arc CEF.
Il ne sagira donc plus que de trouver la distance de ce point & quel-
que autre point, comme B.

Or cette derniére distance est dans le plan de l'angle observé. Si
donc on méne la droite 4D, de maniére que I'angle D& B soit égal &
Pangle observé , et si on porte ZC de & en D, la droite DB sera égale
a cette distance.

Donc, si du point B comme centre , et d'un intervalle ¢gal 4 BD,
on décrit un arc de cercle , le point E ; ou il coupera le premier , sera
le point de rencontre du deuxidme cbté avec le plan horizontal ; done
la droite AE scra la projection horizontale de ce cdté , et I’angle BAE,
celle de 'angle observé. .

Les neuf' questions qui précédent suffisent & peine pour donner une
idée de la méthode des projections ; elles ne peuvent en montrer toutes
les ressources. Mais 4 mesure que nous nous éleverons & des considé-
rations plus générales, nous aurons soin de faire les opérations qui
seront les plus propres a remplir cet objet.

B

=
Des _pfmrs tangens et des normales aunx surfuces courbes.

23. Comme il n'y a aucune surface courbe qui ne puisse &tre engen-
drée de plusieurs maniéres par le mouvement de lignes courbes, si par
un point r[uclconrluﬂ d'une surface, on considére deux geéneratrices dif-
férentes dans la position qu’elles doivent avoir, lorsqu’elles passent I'une

et I'autre par ce point, et si I'on concoit les tangentes en ce point A
chacune des deux géncratrices , le plan mené par ces deux tangentes
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est le plan tangent. Le point de la surface , dans lequel les deux géné-
vatrices se coupent, et qui est en méme temps commun aux deux tan-
gentes et au plan tangent, est le point de contact de la surface etdu plan.

La droite menée par le point de contact perpendiculairement au plan
tangent s'appelle normale a la surface. Elle est perpendiculaire a l'elé-
ment de la surface , parce que la direction de cet élément coincide ,
dans tous les sens , avec celle du plan tangent qui peut en étre regardé

comme le prolongement,

24. La considération des plans tangens et des normales aux surfaces
conrbes , est trés-utile & un grand nombre d’arts ; et, pour plusieurs
d’entre eux, elle est absolument indispensable. Nous n’apporterons ici
qu'un seul exemple de chacun de ces deux cas, et nous les prendrons
dans P’architecture et dans la peinture.

Les différentes parties dont sont composées les vofites en pierres de
taille , se nomment voussoirs ; et 'on appelle joints les faces par les-
quelles denx voussoirs contigus se touchent , soit que ces voussoirs fassent
partie d'une méme assise, soit qu’ils soient compris dans deux assises
consécutives.

La position des joints dans les vofites est assujettie & plusicurs con-
ditions qui doivent &tre nécessairement remplies. Nous ferons connoitre
successivement toutes ces conditions dans la snite du cours; mais, dans
ce moment, nous ne nous occuperons que de celle qui a rapport & notre
objet.

Une des conditions anxquelles la position des joints doit satisfaire,
cest qu’ils soient perpendiculaires entre eux, et que les uns et les antres
vencontrent perpendiculairement la surface de la vofite. Si 'on s'écar-
toit sensiblement de cette loi, non-senlement on blesseroit les conve-
nances générales, sans lesquelles rien ne peut avoir de la grace, mais
encore on s'exposeroit & rendre la vofite moins solide et moins durable :
car, si 'un des joints étoit obligue a la surface de la voiite, des deux
youssoirs contigus & ce joint, l'un auroit un angle obtus, l'autre un
angle aigu; et dans la réaction que les deux voussoirs exercent I'an
sur Vautre, ces denx angles ne seroient pas capables de la méme résis-
tance ; 4 cause de la fragilité des matériaux, I'angle aigu seroit exposé
3 éclater; ce qui altéreroit la forme de la yoiite, et compromettroit
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la duréde de 'édifice. Ainsi la décomposition d'une voiite en VOUSsoirs

6 EOMETRIE.DESCRIPTIV 3

exige donc absolument la considération des plans tangens et des nor-
males & la surface courbe de la voiite.

25. Passons & un autre exemple pris dans un genre qui, au premier
coup-d’eeil, me paroit pas susceptible d’une aussi grande sévérité.

On a coutume de regarder la peinture comme composée de deux”
parties distinctes. L'une est l'art proprement dit: elle a pour objet
d’exciter dans le spectateur une émotion déterminée, de faire naitre
en lui un sentiment donné, ou de le mettre dans la situation qui le
disposera le mieux a recevoir une certaine impression 3 elle suppose dans
Partiste une grande habitude de la philosophie ; elle exige de sa part
les connoissances les plus exactes sur la nature des choses, sur la ma-
nic¢re dont elles agissent sur nous, et sur les signes, méme involontaires,
par lesquels cette action se manifeste ; elle ne peut étre que le résultat
d’'une éducation trés-distinguée, que 'on ne donne & personne, et que
nous soumes bien éloignés de donner A nos jeunes artistes; elle n’est
soumise & aucune régle générale; elle ne supporte que des conseils.

L’autre partie de la péinture en est, i proprement parler, le métier :
son but est 'exécution exacte des conceptions de la premiére. Ici rien
nest arbitraire; tout peut &tre prévu par un raisonnement rigoureux,

parce que tout est le résultat nécessaire d’objets convenus et de circons-

tances données. Lorsqu'un objet est déterminé de forme et de position ;

lorsqu’on connolt la nature, le nombre et la position de tous les corps
qui peuvent I'éclairer, soit par une lumidre directe, soit par des rayons
réfléchis 3 lorsque la position de I'eil du spectateur est fixe; lorsqu’enfin
toutes les circonstances qui- peuvent influer sur la vision sont bjen

€tablies et connues, la teinte de chacun des points de la sur

face visible
t.{L‘

cet objet est absolument déterminée. Tout ce qui a rapport 4 la
Couleur de cette teinte et 4 son éclat dépend de la position du plan
1':&:*;]1?131 e€n ce

point & I'égard des corps éclairans et de 'ceil du spectatenr;
elle peut étre trouvée par le‘seul raisonnement; et !m'min'u

lle est ainsi
déterm; 11:3(‘,

elle doit étre appliquée avec exactitude. Tout allToi1blisse-

ient, toute exagération , changeroient les apparences, altéreroient les
ormes et j

1
Fi
A

roduiroient un autre effet que celui qu’attend Partiste.
|

Je sais bien que la rapidité de 'exécution, qui est souvent néces-
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saire, ne permettroit que bien rarement Pemploi d'une méthode qui
priveroit esprit de tout secours matériel, et I’'abandonneroit a 'exercice
de ses scules facultés, et qu’il est beaucoup plus facile au peintre de
poser les objets, d’observer leurs teintes et de les imiter: mais s'il étoit
accoutumé a considérer les positions des plans tangens et les deux
courbures des surfaces en chagun de leurs points, courbures qui feront
Yobjet de lecons ultérieures, il tireroit de ce moyen matériel un parti
plus avantageux; il seroit en état de rétablir les effets que l'omission
de quelques circonstances a empéché de naitre, et de supprimer ceux
auxquels donnent lieu des circonstances étrangeéres.

Enfin les expressions vagues, comme celles de méplat , que les
peintres emploient & chaque instant, sont un témoignage constant du
besoin qu'ils ont~de connoissances plus exactes et de raisonnemens plus

ri goureux,

26. Indépendamment de son utilité dans les arts, la considération
des plans tangens et des normales aux surfaces courbes, est un des moyens
les plus féconds que la géométrie descriptive emploie pour la résolution
de questions qu'il seroit trés-difficile de résoudre par d’autres procédés,
et nous en donnerons quelques exemples,

27. La méthode générale pour déterminer le plan tangent & une suriace
courbe, consiste (23) & concevoir par le point de contact les tangentes
3 deux courbes génératrices différentes qui passeroient par ce point ,
et & construire le plan qui passeroit par ces deux droites. Dans quelques
cas particuliers, pour abréger les constructions, on s’'écarte un peu de
cette méthode prise & la lettre, mais on fait toujours I'équivalent.

Quant & la construction de la normale , nous ne nous en occupe-
rons pas en particulier , parce qu'elle se réduit a celle d'une droite
perpendiculairc au plan tangent, ce que 1nous sayons faire.

28. Premiére question, Par un point considéré sur une surface cylin-
drique et dont la projection horizontale est donnée , mener un plan
tangent X\ cette surface P

Solution. Soient AB, a & ( fig. 12) , les projections horizontale et
yerticale de la droite donnée, A laquelle la génératrice de la surface cy-
; lindrique
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lindriqu doive étre p:!]‘uﬁékf; soit E P D la courbe donnée dans le plan
horizontal , sur laquelle la génératrice doive constamment s’appuyer,
et que I'on peut regarder comme la trace de la surface cylindrique ;
enfin soit C la projection horizontale donnc¢e du point considéré sur la
surface cylindrique , et par lequel doive étre mené lesplan tangent.

Cela posé , par le point considéré sur la surface et dont la projection
horizontale est en C, congevons la droite géneratrice dans la position
qu'elle doit avoir, lorsqu’elle passe par ee point : cette génératrice étant
une ligne droite, elle sera elle-méme sa propre tangente ; elle sera
donc une des deux droites t_{ui détermineront la position du i‘.l.m tan-
gent 5 de plus, elle sera parallcle a la droite donnée : donc ses deux .
projections seront respectivement paralléles 2 AB et @ 4 ; donc, sipar le
point C on méne & A B une paralléle indéfinie ET, on aura la projec-
tion horizontale de la génératrice. Pour avoir sa projection verticale ,
concevons la génératrice prolongée sur la surface cylindrique jusqu’a

ce qu’elle rencontre le plan horizontal ; elle ne le pourra faire que dang
un point qui sera en méme temps sur la projection EF et sur la
courbe E P D, et qui sera, par conséquent, Pintersection de ces denx
lignes : ainsi I’on déterminera ce point, en prolongeant EI jusqu’a
ce qu'elle coupe quelque part la courbe EP D.

Ici il se présente deux cas: ou la droite E F ne coupera la trace du
c}"lindre qu’{sn un seul point, ou elle la coupera en Iﬂusieurs points.
Nous allons examiner ces deux cas séparément, et supposer d’abord
que quelque prolongée que soit la droite EF, elle ne rencontre la courbe
EPD gu'en un seul point D.

Le point D étant la trace de la génératrice, si on le projette sur le
plan vertical an moyen de la perpendiculaire D &, et si par le point 2

on méne o f paralléle a @ 4 , on aura la projection verticale. de la
génératrice. Ainsi on aura les deux projections d'une.des droites par
lesquelles doit passer le plan tangent demandé. De plus, la projection
verticale du point de contact doit se trouver sur la droite C ¢’ mende
du point donné C perpendiculairement & I M; elle doit aussi se trouver
sur & f 5 donc elle sera au point ¢ d’intersection de ces deux lignes.

Si la droite EF coupe la trace E P D de la surface cylindrique en
plusienrs points D, E, on opérera pour chacng de ces points de la
méme maniére que nous venons de le décrire pour le point D, r gardd

E
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comme seul 3 il en résultera seulement gu'on aura les projections verti-
calesd f, e f', d’autant de droites génératrices , et les projections ver-
ticales ¢, ¢ , dantant de points de contact qu’il y aura de points d’in-
tersection entre la droite E F et la trace EP D.

Dans le cas de la_floure 12, la trace de la surface cylindrique est
une circonférence de cercle qui a la propriété d’étre jcoupée par.une
droite en deunx points : ainsi la verticale élegée par le point donné C
doit rencontrer deux fois la surface, d’abord dans un premier_point ,
dont la projection verticale est ¢, et par lequel passe la génératrice
Jorsqulelle s’appuie sur le point D, et ensuite dans un second point, dont
la projection verticale est ¢, et par laquelle passe la génératrice lors-
quelle s’appuie sur le point I de la trace. Ces deux points, quoiqu’ils
aient la méme projection horizontale , sont néanmoins trés-distincts, et
A chacun d’enx doit répondre un plan tangent particulier. Actuelle-
ment , pour chacun des deux points de contact, il faut trouver la
deuxiéme droite qui doit déterminer la position du plan tangent. Si
Ton suivoit strictement la ‘méthode générale, en regardant la trace
comme une seconde génératrice, il faudroit la concevoir passant suc-
cessivement par chacun des points de contact , et construire dans chacun
de ces points une tangente ; mais, dans le cas particulier des surfaces
cylindriques , on peut employer une considération plus simple. En effet,
le plan tangent au point G, ¢ touche la surface dans toute I'étendue de
la droite génératrice gui passe par ce.point 3 il la touche donc en D
qui est un point de cette génératrice ; il doit donc passer par la tan-
gente a la trace au point D. Par un semblable raisonnement on trou-
vera que le plan‘tangenten C, ¢, doit ‘passer par la tangente a la trace
en E. Donc, si par les deux points D, E, on meéne a la trace les denx
tangentes DK, E G, prolopgées jusqu’a ce qu’elles édupent la droite LM
en deux points K, G, on aura sur le plan horizontal les traces des deux
plans tangens.

1l ne reste donc plus a trouver que les traces des méumes plans sur le
plan vertical ; et parce ¢ue nous avons déja pour l'une de ces traces le
point K, et pour I’autre le point G, il ne reste plus a déterminer qu'un
senl point pour chacune d’elles.

Pour cela, et en opérant pour le premier des deux plans tangens, conce-
yons que le point i construire soit celul dans lequel une horizontale mende

et b i
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dans le plan par le point de contact rencontre le plan vertical, on
aura la projection horizontale de cette droite en menant par le point
C une -paralléle a la trace D K, qu'on prolongera jusqu’a ce qu’elle
rencontre la droite L M en un pointI; et on aura sa projection verti-
cale en menant par le point ¢ une horizontale indéfinie. Le point de
rencontre du plan vertical avec I’horizontal se trouvera donc en méme
temps et sur la verticale 1z et sur horizontale ¢ Z; il sera au point i
Je leur intersection ; donc , si par les points i et K on mene une droite,
on aura la trace du premier plan tangent sur le plan vertical. En raison-
nant deg méme pour le second ]ﬂan tangent, on trouvera sa trace sur
le plan vertical en menant par le point C une droite*CH paralléle &
la trace horizontale E G, et on la prolongera jusqua ce qu'elle coupe LM
en un point H , par lequel on élevera la verticale I/ ; I&:'.T_.' le point ¢
on mienera une horizontale qui coupera la verticale H /e en un point 7%,
par lequel et par le point G si 'on méne une droite G /%, on aura la

irace demandde.

29. Deuxiéme question. Par un point considéré sur une surface
conique , et dont la projection horizontale est donnée , mener un plan
tangent & cette surface T

La solution de cette question ne différe de celle de la précédente
qu'en ce que la droite génératrice, aun lieu d’étre toujours paralléle a
clle-méme , passe toujours par le sommet dont les deux projections sont
données. Nous pensons qu’il est convenable de ne pas I'énoncer ici, etde
conseiller an lecteur de la chercher lui-méme, én lui offrant le secours

de la fiz. 13, si toutefois cela étoit nécessaire.

3o. Troisiéme question. Par un point considéré sur une surface
de révolution autour d'un axe vertical , et donné sur la projection ho-

rizontale , mener un plan tangent & la surface ?

Solution. Soient A ( fig. 14)la projection horizontale donnée de 'axe,
a @ sa projection verticale, BCDETF la courbe 561]&1'”.1'1‘1;'.(' donnée ,
considérée dans un plan mené par l'dxe, et G la projection horizontale
donnée du point de contach '
Cela posé, si par le point de contact et par I'axe on congoit un plan
vertical dont la projection sera I'horizontale indéfinie A G, ce plan
E2
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coupera la surfacede révolution dans une courbe qui sera la génératrice,
passant par.le point de contact ; si par le point G-on congoit une ver=
ticale, elle rencontrera la génératrice et par conséquent la surface en un
ou plusic-nr.s points cil:i ceront autant de points di:_ contact, dont G sera
la projection horizontale commune. On trouvera tous ces points de con-
tact considérés dans le plan de la génératrice en, portant AGsur LM
de @ en e, et en menant par le poing e une paralléle & @ a'; tous les
points E, C, dans lesquels cette droite coupera la courthe BCDEF,
seront les intersections de la courbe génér:tirfce avec la verticale menée
par le point G, et indiqueront les hauteurs d’autant de points (e con-
tact au-dessus du plan horizontal. Pour avoir les projegtions verticales
de ces points de contact, on menera par tous les points E , C, des hori-
yontales indéfinies , qui contiendront ces projections : mais elles doivent
aussi se trouver sur la [Jc;'pc1ldlcul:111‘e a LM, menée par le poiﬁ_ G ;
donc les intersections g, g’ de cette droite avec les horizontales seront
les projections des différens points de contact.

Actuellement , si, par chaque point de contact, on congcolt une sec-
tion faite par ui lnizm horizontal , cette section , tlul pourra Cfl‘c regar-
dée comme une seconde génératrice , sera la circonférence d'un cercle
dont le centre sera dans l'axe, et dont la tangente, qui doit étre per-
pendiculaire a Pextrémité du rayon , sera aussi perpendiculaire au plan
vertical mené par AG, et dans lequel se trouve le rayon : donc le plan
tangent, qui doit passer par cette tangente , sera aussi perpendiculaire
4 ce méme plan vertical,, et aura, sur le plan horizontal , sa trace per-
]aar*.'.:llc'nlairc A AG. Il ne reste donc plus, pour avoir la trace de cha-
cun des plans tangens, que de trouver sa distance au point A : or, si
par les points L, C, on méne a la premiere génératrice les tan-
gentes EJ, CH, prolongées jusqua ce qu’elles rencontrent LM en des
points J, I, les droites @ J, aH, seront égales & ces distances j donc,
si on porte ces droites de A en ietde A en /4, etsi par lespoints Zet )
on méne 4 AG des perpendiculaires z Q, i P, prolongées jusqu’a la
rencontre de la droite LM, on aura, sur le plan horizontal , les traces
de tous les plans tangens.

Pour trouver sur le plan vertical les traces” des mémes plans , il faut
conceyoir, pour chaque point de contact, et dans le plan tangent corres-

pondant, une Lorizontale prolongée jusqu’au plan vertical de projec-
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vion cette droite, qui n’est autre chose que la tangente au cercle,
déterminera sur ce plan un point qui appartiendra a la trace. Or, pour
tons les points du contact, ces droites ont la méme projection horizon-
tale 5 c'est la droite G K, menée par le point G perpendiculairement
2 AG, et terminéde 4 la droite L M. Done, si par le point K on
méne & L M une perpendiculaire indéfinie K &£ £, elle contiendra tous
les points de rencontre des horizontales avec le plan vertical de pro-
jection. Mais ces Iminrs; de rencontre doivent aussi se trouver sur les
horizontales 1'(“5;‘:0(;111’05 mendes par les ]‘ri!il!l’h‘ E i C; donc les inter-
sections 4, £ de ces horizontales avec la verticale K &' seront cha-
cune un point de la trace d’un des plans tangens. Ainsi la droite Q &
scra , surle plan vertical, la trace d'un des plans tangens ; la droite P &'
sera la trace de lautre ;”et ainsi de sunite, s'il y en avoit un plus grand
nombre.

Nous nous bornerons dans ce moment aux trois exemples précédens ,
parce qu'ils suffisent pour toutes les surfaces dont nous avons délini
la génération. Dans la suite de cet écrit, nous aurons occasion de consi-
dérer les générations de familles de surfaces infiniment plus nom-
breuses ; et 4 mesure qu’eiles'se présenteront, nous appliquerons la
méme méthode 4 la détetmination de leurs plans tangens et de leurs
normales. Maintenant nouns allans proposer une question , dans la
solution de laquelle on peut employer d’'une maniére utile la considé-

ration d'un plan tangent.

31 t:);r.f.?,.',-"fr‘-fm:’ question. Deux droites étant donnédes (fig.15) par
leurs projections horizontales AR, CD, et par leurs projections verti-
cales ab , ¢ d ; construire les projections PN, pn-de leur plus courte
distance , c’est-d-dire de la dreite qui est en méme temps perpendicu-

laire & I’une et A Pautre, et trouver la grandeur de cette distance?

Solution. Par la premiére des deux droites données, concevons un
plan paralléle & la seconde ; ce qui eSk toujours possible, puisque si par
un point quelconque de la premiére on méne une droite paralléle i la
seconde, et si I'on congoit que cette troisieme droite se meuve paralle-
lement A ellemé&me le long de la premiére, elle engendrera le plan

dont il s'agit. Concevons de plus une surface cylindrique & base cir-
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culaire, qui ait pour axe la seconde droite donnée, et pour rayon [a
distance cherchée ; cette surface sera touchée par le plan en une droite
qui sera paralléle A Vaxe, et qui coupera la premiére droite en un

point. Si par ce point on méne une Pﬁrlfefld'ts:uhli;-e an plan, elle sera

la droite demandée ; car elle passera de. fait par un point de la pre-
miére droite donnée , et elle lui sera perfmn-;li.c.ulah'c - I‘hl]if'i(}lllit.'“{_'. sera
perpondim.nl;ﬁrc a un plan ui passe par cette droite : elle coupera de
plus la seconde droite pl.‘:rpendiculairement , puisqu'elle sera un rayon
du cylindre dont cette seconde droite ‘est laxe.

11 ne s'agit donc plus que de construire successivement toutes les parties

de cette solution.
10. Pour construire les traces du plan mené par la premiére droite

p-.}r;l’ii&icrut-nt % la seconde, on cherchera d’abord le point A, duna

'lwlnc-l cette pruu_ﬂ&rv droite rencontre le '[ﬂiln horizontal , et ‘l‘-‘i iy
un point de la trace horizontale : pour cela, apres avoir p:‘ulongé la
projection verticale & @ jusqud ce quwelle coupe la droite L M en
un point @, on menera @ A p(:-rpczulicnl.uirc a L. M, et qui, par son
intersection avec la projection horizontale A B, déterminera le point A.
Par le point ot la premiére droite coupe le plan vertical, et dontles
projections sont B et &, on concevra une droite paralléle & la seconde
droite donnée, et l'on construira les Iwoj-:rctlons de cette paralicle en
menant indéfiniment BE par.ﬂ.!:’:le 3C D, etbd e paralléle & ¢ 00,
de méme le point E de rencontre de cette paralléle avec le

construira
E perpendiculaire 4 L M3 et le point E

plan horizontal, en menant e
sera un second point de la trace horizontale dn plan. Done, si 'en méne

la dvoite A E, prolongée jusqu'a ce qu'elle coupe en un point F la

los points I et & on méne une droite ¥ &, on aura la.trdce sur le plan
1 b, I

»

droite L M, on aura la trace horizontale 3 et il est évident que, si par

yertical.
20. Pour construire la ligne de contact du plan avec T et

lindrique , il faut d'un point quelconque de la seconde droite qui est

Vaxe du cylindre (par exemple j@u point C ou elle rencontre le plan
horizontal ) abaisser une normale , ¢'est-d-dire une perpendiculaire sur
le plan tangent ; et le pied de cette normale sera un point de la ligne
de contact. Pour trouver ce pied d’aprés la méthode que nous avons

déja déerite (fig. 6), on construira d’aberd les projections indéfinies de

j Jar
B latx
puis
]!.'!ii
B poi

| 1nte

N la 1

pol

tan:

I
n'ét
Ap
anr
die
dire
t..i-l:.'j

]-it (




Ta

cy-
est
lan
sur
E_”l].'.'
TOT11S

1
o Ue

c YO0 METRIE DMESCRIPTIYE 39
la normale en menant par le point C la droite H G [nm‘pmld}culuirc a
la trace A E, et par le point ¢ la droite ¢ K per pendiculaire a la trace ¥ 4;
puis, aprés ayoir prolongé H G jusqu’a ce qu ‘elle rencontre A E en un
1;.1%111 G, et L M en un ]Jmm H, on projettera le point G en g et 1
point H en % sur la trace F 4 ; on menera la droite g k, (1:”, par son
intersection avec ¢ K, déterminera la projection vertic 11“ i du pied de
la normale : et 'on aura sur II G la projection horizontale du méme
point, en abaissant Z I perpe ndiculairement a L M. Les projections i
et 1 P

|
paralltle & C Dy et Z n pai ralléle & ¢ &, on aura les projections de la

1 pied de’la normale étant trouvées, si par le point 1 on meéne IN

droite de contact du plan ayec la surface cy llrlllll{i‘llf‘ Enfin les points N

etn

.  midre ! 1
, oli ces projections rencontreront celles de la premiére droite donnée,

seront les projections du point de cette droite par lequel passe la per-
Jr{ In JI' 111 .Ul(‘ commune [1(1'“. l]]d = Y

30. Connoissant les projections N, z d'un des points de la perpendi-
culaire commune demandée, pour avoir celle de cette ]:r_-r'pf.‘lldiruf:li]‘{.',
il suffira de mener par les points N et z les droites NP et z p per-
pendiculaires aux traces :|'e$p[-ci'ives AE, F &;etles parties N P et » 7
de ces I){"?']jOI'ILHC'{llL‘;i['(’s, comprises entre les In‘u]:;}clions des deux droiles
données, seront les projections de la plus courte distance demandée.

4°. Enfin, si 'on veut connoitre la grandeur de cette plus courte dis-
tance, on la construira par le procédé de la fiz. 3.

La considération d'une surface cylindrigue touchée par un plan

| n'étoit point nécessaire pour la solution de la question précédente.

Aprés avoir imaginé un plan parallé sle aux deux droites données, on
auroit pu IJJ.] chacune de ces droites mener & ce plan un plan per pen-

diculaire ; et lintersection de ces deux derniers plans auroit été la

' tiim"timn de la plus courte distance demandée. Nous nous contenterons

'R‘ ‘énoncer cette seconde maniére, en conseillant an lectenr d’en chercher

'.5‘1 construction PDU.I' §'exereer.

)y
92. Dans les différentes (uestions que nous avons resolues sur les plans
Lu‘[n.nﬂs aux sur u:LE,":i (1-1[1]) 'S , NOUS avons IJU]U'IH‘:. ‘s'[l]: |=f)§<' !iITt' ]1‘ ]'(1111

]e‘l"le] il falloit miener le plan tangent, étoit pris sur la surface, ct

| qu'il étoit lni-méme le point de contact : cette condition+senle suffisoik

i

pour déterminer la position du plan. Mais il n’en est pas de méme,
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lorsque le point par ]C(I!IOI le phm doit passer est pris hors de la surface,
Pour que la position d’un plan soit déterminée, il faut qu'il satisfasse

e

a trois conditions différentes, équivalentes chacune & celle de passer
par un point donné : or, en général, la propricié d’étre tangent & une

surface courbe donnée, lorsque le poirit de contact n'est pas indiqué,

-zm.

n'équivaut qu’a une scule de ces conditions. 5i donc c’est par des con-
ditions de cette nature que l'on se propose de déterminer la position
d'un plan, il en faut en général trois. En effet, supposons que nous
ayons trois ‘surfaces courbes données, et qu'un plan soit tangent a 'une
d’entre eclles en un point quelconque, nous pouyons concevoir que ce
plan se meuve autour de la surface, sans cesser de la toucher : il pourra
le faire dans toutes sortes de SENS 3 senlement le ]!u?l!l‘ de contact se |
mouvra sur la surlace & mesure que le ‘plan, tangent changera de
position 3 et la direction du mouvement du point de contact sera dans |
le méme sens que celle du ‘mouvement du plan. Concevons que ce |
mouvement se fasse dans un certain sens jusqu’a ce que le plan ren- i
contre la seconde surface et la touche en un certain point : alors le B8
plan sera en méme temps tangent:aux deux premiéres surfaces, et sa i-’
position ne sera pas encore arrétée. Nous pouvons en effet concevoir B8

que le plan tourne autour des deux surfaces, sans cesser de les toucher

T'une et l'autre. Il ne.sera plus libre, comme auparavant, de se mou-
voir dans toutes sortes de sens ; et il ne pourra plus le faire que dans
un seul. A mesure que le plan changera de position, les deux points
de contact s¢ mouvront chacun sur la surface & laquelle il appartient; =8
de maniére que si 'on congoit une droite menée par ces deux points, |
leurs mouvemens seront dans le m&me sens par rapport & cette droite,
quand le plan touchera les deux surfaces du méme cdté; et ils seront

1 = - \ ~"‘-‘
dans des sens contraires, quand le plan touchera les deux surfaces,

'une d’un cdté, 'autre de Pantre. Enfin concevons que ce mouvement, ;.s

se encore avoir.licu, continue jusqu’a ce que le

qui est le seul {;111 ™
plan touche la'troisiéme surface en un certain point : alors la position
du plan sera arrétée, et il ne peurra plus se mouvoir sans cesser d'érre
tangent A 'une des trois surfaces.

On voit donc gue pour déterminer la position d'vp plan au moyen
de contacts indéterminéds avec des surfages courbes données, il en faut 58

en géméral trois, Ainsi, si I'on se proposoit de mener un plan tangent
a

o

s

~
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a une surface courbe donnée, cette condition n’équivaudroit qu’a une
scule des trois auxquelles le plan peut satisfaire : on pourroit donc
encore en prendre deux autres & volonté, et par éxemplo, faire passer
le plan par deux points donnés, ou, ce qui revient au méme, par une
droite donnée. S'il falloit que le plan fiit tangent en méme temps i
deux surfaces, il yauroit deux conditions employées ; il n’y en auroit
plus qu’une disponible , et 'on ne pourroit assujettir de plus le plan
qu'a passer par un point donné. Enfin, sile plan deyoit toucher en
méme temps trois surfaces données, on ne pourroit plus disposer d’au-
cune condition , et sa position seroit détermincée.

Ce que nous venons de dire regarde les surfaces courbes en général ;
il faut néanmoins en excepter ce qui a rapport a toutes les surfaces
C}-lindl'iques, a toutes les surfaces coniques, et 4 toutes les surfaces
développables : car, pour ce genre de surfaces, le contact avec un plan
n'est pas réduit & un point unique ; il s’étend tout le long d’uneé droite
indéfinie, qui se confond avec la génératrice dans une de ses positions.
La propriété qu'auroit un plan de toucher une secule de ces surfaces
équivaudroit & deux conditions, puisqu’elle Passujettiroit & passer par
une droite; et il ne resteroit plus qu'une seule condition disponible ,
comme , par exemple , de passer par un point donné. On ne pourroit
donc pas proposer de mener un plan qui fiit en méme temps tangent a
deux de ces surfaces, et & plus forte raison 2 trois, a moins qu’il n’y
efit quelques circonstances particuliéres qui rendissent ces conditions
compatibles.

33. Il n’est peut-étre pas inutile, avant que d’aller plus loin, de
donner quelques exemples de la nécessité ot I'on peut étre de mener
des plans tangens a des surfaces courbes par des points pris au dehors
d’elles. Nous prendrons le premier de ces exemples dans la construction
des fortifications.

Lorsqu’'on expose les principes généraux de la fortification, on sup-
pose d'abord que, dans tous les sens, le terrain qui environne la place
forte A 1a portée du canon , soit horizental, et ne présente aucune émi-
nence qui puisse donner quelque avantage 2 assiégeant. Puis, dans
cette hypothdse , on détermine,le tracé du corps de place, des demi-~
lunes, des chemins couverts, et des ouyrages avanceés ; et l'on indigue

. p
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les commandemens que les différentes parties de la fortilication doivent
avoir les unes sur les autres, afin qu’elles contribuent toutes , de la
maniére la plus efficace , & leur défense réciproque. Ensuite , pour faire
Iapplication de ces principes au cas ot le terrain qui environne la place
présenteroit quelque hauteur dont I'assiégeant pourroit ‘profiter , et de
laquelle il faudroit que la fortification fiit défilée, il ne reste plus qu'nne
considération nouvelle. S'il n’y a qu'nne seule hauteur, on choisit dans
la place deux points par lesquels on congoit un plan tangent d la hau-
teur de laquelle on veut se défiler : ce plan tangent se nomme plan de
défilement ; et 'on donne A toutes les parties de la fortification le méme
relief au-dessus du plan de défilement, qu’elles auroient eu au-dessus
du plan horizontal, si le terrain efit été de niveaun : par l4 elles ont les
unes sur les autres, et toutes ensemble sur la hauteur voisine , le méme
commandement (ue sur un terrain horizontal ; et la fortification a les
mémes avantages que dans le premier cas. Quant au choix des deux
points par lesquels doit passer le plan de défilement, il doit satisfaire
aux deux conditions suivantes: 1°. que I'angle formé par le plan avec
Pherizon soit le plus petit possible , afin que les terre-pleins ayant moins
de pente, le service de la défense rencontre moins de difficultés ; 20. que
le relief de la fortification au-dessus du terrain naturel soit aussi le
plus petit possible, afin que sa construction entraine moins de travail
et moins de dépense.

Si, dans les environs de la place, il y a deux hauteurs desquelles la
fortification doive &tre en méme temps défilée, le plan de défilement
doit étre en méme temps tangent aux surfaces de ces deux éminences :
il ne reste plus pour fixer sa position (u'une seulc condition disponible ,
et 'on en dispose; c’est-d-dire, on choisit dans la place le point par
lequel ce plan doit passer, de manigre que Pon satisfusse le mieux pos-
sible aux conditions énoncées dans le premier cas.

34. Le second exemple que nous rapporterons sera encore pris dans
I I
la peintute.

Les surfaces des corps , sur-tout lorsqu’elles sont polies, présentent des
points brillans, d'un éclat comparable & celui du corps lumineux qui
les éclaire. La vivacité de ces points est d’autant plus grande, et leur
étendue est d’autant plus petite , que les surfaces sont plus polies.
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i

B Torsque les surfaces sont mattes, les points brillans ont be aucoup moins
d’éclat, et ils occupent une partie plus grande de la surface.

Pour chaque surface, la position du point brillant est déterminde

par la condition suivante: que le rayon de lumidre incident, et le

_] rayon réfléchi dirigé a l'ecil du spectateur, soient dans un méme plan

]mpomimul.me au plan tangent en ce point, ct fassent avec ce plan

A des angles égaux , parce que ]c point brillant de la surface fuit fonction

| de miroir, et renyoie & I'eeil une partie de 'image de I'objet lumineux,

| La détermination de ce point exige une extréme précision ; et quand

8 méme le dessin seroit de la plus grande correction , quand méme les

contours apparens seroient tracés avec une exactitude mathématique ,
la moindre erreur commise dans la position du point brillant en appor-
teroit de trés-grandes dans I'apparence des formes. Nous n’en appor-
terons qu'une senle preuve, mais bien frappante. _

La surface du globe de I'wil est polie ; elle est de "p‘fus enduite
B A'une légére couche d’humidité qui en rend le poli plus parfait : aussi
W lorsqu’on observe un il ouvert, on voit sur sa surface un point brillant
d'un grand éclat, d'une trés-yetite étendue, et dont la position dépend
de celles de 'objet éclairant et de I'observateur. Si la surface de lwil
¢toit parfaitement sphérique, I'wil pourroit tourner autour de son axe
vertical , sans que la position du point brillant éprouvit le moindre
changement : mais cette surface est alongée dans le sens de I’axe de la
N vision ; et lorsqu’elle tourne autour de l’axe vertical, la position du
]'-mnt brillant change. Un long exercice nous ayant rc-mhu. trés - sen-

nous portons sur la direction du globe de I'eil. C’est principalement

i par la différence des positions des points brillans sur les globes des

| deux yeux d’une personne, que nous jugeons si elle louche ou si elle

ne louche pas; que nous reconnoissons quelle nous regarde, et, lors-

W welle ne nous regarde pas, de quel coté elle porte la vue.

l En rapportant cet exemple , nous ne prétendons pas que dans un
Stableau il faille déterminer géométriquement la position du point brillant
sur le globe de I'eeil 3 nous avons seulement l'intention de faire voir

B comment de légéres erreurs dans la position de ce point en apportent

-iI de considér 4]:10:, dans la forme apparente de I'objet, quoique d’ailleurs

i le tracé de son contour apparent reste le méme.
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55. Passons actuellement & la détermination des plans tangens anx
surfaces courbes , menés par des points pris au dehors d’elles.

La surface de la- sphére est une des plus simples que I'on puisse
considérer ; elle a des générations communes avec un grand nombre de
surfaces différentes : on pourroit, par exemple, la ranger parmi les
surfaces de réyolution , et ne rien dire de particulier pour elle. Mais
sa régularité donne lieu & des résultats remarquables , dont quelques-
uns sont piquans par leur nouveauté, et dont nous allons nous occuper
’abord , moins pour eux-mémes, que pour acquérir , dans I'observation
des trois dimensions, une habitude dont nous aurons besoin pour des
objets plus généraux et plus utiles.

36. Premiére grestion. Par une droite donnée mener un plan tan-
gent 4 la sugface d’une sphére donnéde?

Solution. Premiére maniére. Soient A et « (/fig. 16) les deux pro-
jections du centre de la sphére ; BCD, la projection du grand cercle
horizontal; EF et e/, les deux projections indéfinies de la droite don-
née. Soit congu par le centre de la sphére un plan perpendiculaire
a la droite, et soient construites par la méthode que nous avons don-
née ( fig.6), les projections G et g du point de rencontre de la droite ayec
le plan.

Cela posé , il est évident que par la droite donnée on peut mener 2
la sphére deux plans tangens dont le premier la touchera d’un c¢dté 2
le second la touchera de l'autre, et entre lesquels elle sera placée ; ce
qui déterminera deux points de contact différens, dont il s'agit d’abord
de construire les projections.

Pour cela , si du centre de la sphére on congoit une perpendicu-
Jaire abaissée sur chacun des deux plans tangens, chacune d’elles abou-
tira au point de contact de la surface de la sphére avec le plan corres-
pondant ; et elles seront toutes deux dans le plan perpendiculaire A la
droite donnée : donc les deux points de contact seront dans la section
de la sphére par le plan perpendiculaire ; section qui sera la circon-
férence d'un des grands cercles de la sphére, et a laquelle seront tan-
gentes les deux sections faites dans les plans angens par le méme
plan.
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Si dans le plan perpendiculaire , et par le centre de la sphére , on
congoit une horizontale , dont on aura la projection verticale en menant
I'horizontale @ %, et dont on aura I’autre projection en abaissant sur ETY
la perpendiculaire AH ; et si I'on congoit que le plan perpendiculaire
tourne autour de cette horizontale comme charniére, jusqu’a ce qu’il
devienne lni-méme horizontal ; il est évident que sa section avec la sur-
face de la sphére viendra se confondre avec la circonférence BCD, que
les deux points de contact seront alors sur cette circonférence , et que
si I'on construisoit le ]ﬁoint J, ou la rencontre du plan pcrpe;%culaire
avec la droite donnée vient s’appliquer par ce mouvement ¥ es tan-
oentes JC, JD, menées au cercle BCD, détermineroient ces deux
points de contact dans la position o on les considére alors. Or il est
facile de construire le point J, ou, ce qui revient au méme, de trou-
ver sa distance au point Il : car la projection horizontale de cette dis-
tance est GH , et la différence des hauteurs verticales de ses extrémités
est gzg'; donc, si Pon porte GH sur I'horizontale @ % de g' en %, I'hy-
inoiéﬁuse k g sera la grandeur de cette distance ; donc, portant g /%

o
sur EF de H en J, et menant les deux tangentes JC, JD, les deux
points de contact C, D, seront déterminés dans la position qu’ils ont
pris , lorsque le plan perpendiculaire a été abattu sur le plan hori-
zontal.

Actuellement, pour trouver leurs projectioris dans la position qu'ils
doivent avoir naturellement, il faut concevoir que le plan perpendi-
culaire retourne 4 sa position primitive, en tournant encore autour
de 'horizontale AH comme charniére , et qu'il entraine avec lui le
point J , les deux tangentes JC, JD , prolongées jusqu’d ce qu’elles
coupent AH en des points K, K', et la corde CD qui coupera aussi
la méme droite AH en un point N. Il est évident que , dans ce mou-
vement , les points K, K' et N, qui sont sur la -charniére , seront
fixes , et que les deux points de contact C, D, décriront des arcs de
cercle qui seront dans des plans perpendiculaires & la charniére, et
dont on aura les projections horizontales , en abaissant des points G, D,
sur AH, les perpendiculaires indéfinies CP , DQ. Donc les projections
horizontales des deux points de contact se trouveront sur les deux
droites CP, DQ. Mais dans le mouvement rétrograde du plan per-
pendiculaire , les deux tangentes JCK', JK D, ne cessent pas de passer
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par les points de contact respectifs ; et lorsque ce plan est parvenu dans
sa position primitive , le point J se trouve de nouveau projeté en G,
et les deux tangentes sont projetées suivant les droites GK', GK.
Donc ces denx dernieres droites doivent aussi contenir chacune la pro-
jection horizontale d’un des points de contact; donc enfin les inter-
sections de ces deux droites avec les droites respectives CP, DQ ,
détermineront les prejections horizontales R et § des deux points de
contactgui se trouveront ayec le point N sur une méme ligne droite.
Pour@@otiver les projections verticales des mémes points, on ménera
d’abord™stur LM les perpendiculaires indéfinies Rr, Ss; puis, si P'on
projette les points K, K', en &, &', et si par le point g on méne les
, on aura les projections verticales des deux mémes

droites gk, gk
tangentes. Ces droites contiendront donc les projections des points de
contact respectifs ; donc les points 7, s de leurs intersections avec les
verticales R7», Ss, seront les projections demandées.

Les projections horizontales et verticales des deux points de contact
étant trouvées , pour construire sur le plan horizontal les traces des
deux plans tangens, on concevra par chacun des points de contact
une paralléle & la droite donnée. Ces droites seront dans les plans tan-
cens respectifs, et Pon aura leur projection horizontale et verticale
en menant R1, 8V, parallélesa EF, et r#, s¢, paralléles 4 ef. On
construira sur le plan horizontal la trace T de la droite donnée ,
et les traces U, V des deux derniéres droites , et les droites TU, TV,
geront les traces des denx plans tangens.

Au lieu de concevoir, par les points de contact, de nouvelles lignes
droites , on pourroit trouver les traces des deux tangentes GR , G S, qui
rempliroient le méme but. Quant aux traces des deux mémes plans avec
le plan vertical, on les trouvera par la méthode que nous avons déja
souvent employée.

Cette solution pourroit étre rendue heaucoup plus élégante , en fai-
sant passer les deux plans de projections par le centre méme de la
1Are se confondroient dang

sphére. Par 12 les deux projections de la sp
le méme cercle , et les prolongemens des lignes droites seroient moins
longs. Nous n’avons séparé¢ les deux projections que pour mettre plus
de clarté dans Pexposition. Il est facile actuellement de donner 4 la

construction toute la concision dont elle est susceptible.
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37. Seconde maniére. Soient A et a(jig. 17 ) les deux projections du
cenire de la spheére, ABou ab son rayon, BCD la projection de son
grand cercle horizontal , et EF, e £, les projections de la droite donnée.
Si 'on congoit le plan du grand cercle herizontal prolongé jusqu’a ce
qu’il conl{e la droite donnée en un certain point, on aura la projec-
tion verticale de ce plan en menant par le point « I’horizontale indé-
finie bag; le point g, ou cette horizontale coupera ef, sera la pro-
jection verticale du point de rencontre du plan avec la droite donnée ,
et 'on aura la projection horizontale G de ce point, en projetant g
sur EF. . :

Cela posé, si, en prenant ce méme point pour sominet, on congoit une
surface conique qui enveloppe la sphere , et dont toutes les droites génd-
ratrices la touchent chacune en un point, on aura les projections des
deux droites génératrices horizontales de cette surface conigue en me-
nant par le point G les deux droites GC, GD, tangentes au cercle BCD,
et qui le toucheront en deux points C, D, qu’il sera facile de détermi-
ner. La surface conique touchera celle de la sphére dans la circonfé-
rence d'un cercle , dont la droite CD sera le diameétre, dont le plan
sera perpendiculaire & I'axe du cOne, et par conséquent vertical , et dont
la projection horizontale sera la droite CD.

Si par la droite donnée on congoit deux plans tangens a la surface
conique , chacun d’eux la touchera suivant une de ces droites généra-
trices, qui sera en méme temps sur la surface conique et sur le plan ;
et parce que cette droite génératrice touche aussi la surface de la sphére
en un de ses points qui se trouve sur la circonférence du cercle
projeté en CD, il s’ensuit que ce point est en méme temps sur la sur-
face conique , sur le plan qui la touche, sur la surface de la sphére
et sur la circonférence du cercle projeté en CD, et qu’il est un point
de contact commun 4 tous ces objets. Dong, 1°. les deux plans tangens
A la surface conique sont aussi tangens & la surface de la sphére, et
sont ceux. dont il faut déterminer la position ; 2°. leurs points de contact
avec la sphére, étant dans la circonférence du cercle projeté en CD,
seront eux-mémes projetés quelque part sur cette droite ; 3°. la droite
qui passe par les deux points de contact, étant comprise dans le plan du
méme cercle , sera projetée elle-méme indéfiniment sur CD.

Actuellement faisons pour le plan d’un grand cercle parallele & celui
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de la projection verticale , la méme opération que nous venons de fajre
pour le plan du grand cercle horizontal. La projection horizontale de
ce plan sera la droite BA H , indéfiniment paralléle A LM ; Ie point
ou il rencontre la droite donnée, sera projeté horizontalement & P'in-
tersection H des deux droites EF , BAH ; et l'on aura sa projection
verticale en projetant le point H sur ¢fen /4. Si ’'on congoit une non-
velle surface conique dont le sommet soit en ce point de rencontre , et
qui enveloppe la sphére comme la premiére, on aura les projections ver-
ticales des deux droites génératrices extrémes de cette surface , en me-
nant par le point % au cercle 4 K1 les tangentes ZK , 41, quile tou-
cheront en des points K, I, que l'on déterminera. Cette seconde sur-
face conique tcuchera celle de la sphére dans la circonférence d'un
nouveau cercle dont K I sera le diamétre , et dont le plan , qui sera
pcrpcndicl,ll:i'u'e a celui de la projection verticale , sera par (,'Oﬂséwlnent
projeté indéfiniment sur K 1. La circonférence de ce cercle passera aussi
par les deux points de contact de la sphére avec les plans tangens de-
mandés ; donc les projections verticales de ces deux points de contact
seront quelque part sur KI; donc aussi la droite qui joint ces deux
points , sera projetée sur la méme droite KI.

Ainsi la droite menée par les deux points de contact est proje=
tée horizontalement sur CD, et verticalement sur K1; elle rencontre
le plan du grand cercle horizontal en un point , dont la projection ver-
ticale est & l'intersection z de K 1 avec bag, et dont on aura la pro-
jection -horizontale N en projetant le point z sur CD,

Cela fait, concevons que le plan du cercle yertical , projeté en CD ,
tourne autour de son diamétre horizontal comme charniére , pour de-
venir lui-méme horizontal, et qu’il entraine avec Ini , dans son mou-
vement , les deux points de contact par lesquels passe sa circonférence ,
etla droite qui joint ces deux points. On construira ce cercle dans cette
nouvelle position, en décrivant sur CD comme diamétre, le cercle CPDQ;
et si 'on construisoit la position que prend la droite des deux points de
contact , €lle couperoit la circonférence CPD Q en denx points , qui les
détermineroient sur cette circonférence considérée dans sa position hori-
zontale.

Or, le point N de la droite des deux contacts, étant sur la char-
niére CD, ne change pas de position dans le mouvement. Cette droite

doit
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doit donc encore passer par ce point, lorsqu’elle est devenue horizon-
tale. De plus, le point ou elle rencontre le plan du grand cercle pa-
ralléle & la projection verticale, poim dont la projection horizontale
est & larencontre O des deux droites CD, BAII, et dont on anra
la projection verticale z en projetant le point O sur KI; ce point, dis-
je , dans son mouvement autour de la char iére CD, déerit un quart de
cercle vertical perpendiculaire & CD, et dont le rayon est la verti-
cale 0¢; donc, si on méne par le point O une perpendiculaire & CD, et
sl sur cette pcrpcluliculairc on porte o £ de O en'T, le point T sera un
de ceux de la droite des contacts, lorsquelle est devenue horizontale.
Donc , si par les points N et T on meéne une droite , scs deux points
de rencontre P, Q, avec la circonférence CPDQ , scront les deux
points de contact considérés dans le plan vertical abattu.

Pour avoir les projections horizontales des deux mémes points dans
leurs- positions naturelles, il faut concevoir que le cercle CPDQ
retourne dans sa position primitive en tournant sur la méme chare
nidre C D. Dans ce mouyement , les deux points P, Q décriront des
quarts de cercle dans des plans verticaux, perpendiculaires a CD, et
dont les projections horizontales seront les perpendiculaires PRetQS,
abaissées sur C'D. Donc les projections horizontales des deux points deé
contact seront respectivement sur les droites PR et QS : or nous
avons vu qu’elles devoient étre aussi sur C D ; donc elles seront auf
deux points de rencontre R et S.

On aura les projections verticales r, s des deux memes points, en
projetant les points R et S sur K I; ou, ce qui revicit au méme , en
portant sur les verticales R r, Ss, a partir de horizontale b a g, r'r
égale 4 PR, et ' s égale 4 Q S.

Les projections horizontales et verticales des deux points de contact
étant construites, on déterminera les traces des deux plans tangens,
comme dans la premiére solution.

Cette seconde solution peut aussi €tre rendue beaucoup plus concise
en faisant passer les plans de projections par le centre de la sphére;

ce qui réduit les deux projections & une méme figure.

2 % L . ¥ . . 4 ] Spruit]
38. Ces dernidres considérations vont nous conduire & la découverte
de quelques propriétés remarquables du cercle, de la sphére, des sec-

tions coniques, et des surfaces courbes du sccond degré.

G
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Nous venons de voir que les deux surfaces coniques circonscrites %
la sphére la touchoient chacune dans la circonférence d’'un cercle, et
(que ces circonférences passoient toutes deux par les deux points de
contact de la sphére avec les plans tangens. Cette propriété n’est point
particuliére aux deux surfaces coniques que nous avons considérées ;
elle conyient & toutes celles qui auroient leur sommet dans la droite
donnée, et qui seroient de méme circonscrites & la sphére. Donc, si
P'on congoit une premiére surface conique qui, ayant son sommet sur
la droite donnée, soit circonscrite a la sphére, et si on suppose que
cette surface se meuve de maniére que son sommet parcoure la droite,
sans qu'elle cesse d’étre circonscrite et tangente a la sphére ; dans cha-
cune de ses positions, elle touchera la sphére dans la circonférence d'un
cercle ; toutes ces circonférences passeront par deux mémes points qui
seront les contacts de la sphére avec les deux plans tangens ; et les plans
de ces cercles se couperont tous suivant une méme ligne droite, qui
sera cellg des deux contacts. Enfin, si 'on congoit le plan mené par
la droite donnée et par le centre de la sphére; ce plan, qui passera
par les axes de toutes les surfaces «coniques, sera perpendiculaire aux
plans de tous les cercles de contact, et par conséquent a la droite qui
ést leur commune intersection ; et il coupera tous ces plans dans des
lignes droites qui passeront par un méme point.

Réciproquement étant données une sphére et une ligne droite, si
Pon congoit par la droite tant de plans qu'on voudra, qui couperont
la sphére chacun suivant un cercle, et si, pour chacun de ces cercles,
on congoit la surface conique droite dont il seroit la base, et qui seroit
circonscrite & la sphére, les sommets de toutes ces surfaces coniques

seront dans une autre méme ligne droite,

39. En considérant sculement ce qui se passe dans le plan mené par
la droite donnée et par le centre de la sphére, on est conduit aux deux
propositions suivantes, qui sont des corollaires immédiats de ce qui
précede. 3

« Etant donnés dans un plan ( fg. 18 et 19) un cercle dont le centre
soit en A, et une droite quelconque B C; si, aprés ayvoir mené par
un point quelconque D de la droite deux tangentes an cercle, et la
droite L F qui passe par les deux points de contact, on congoit que le
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e le long de la droite , et entraine avec lui les denx

lles cessent de toucher le cercle : les deux points
,"de méme que la droite E T qui les

point D se meuv
tangentes, sans qu'e
de contact changeront de position
ette droite passera toujours par un méme pulnt N flui se

joint ; mais ¢
sendiculaire A G, abaissée du centre du cercle sur la

trouve sur la perj
droite.

» Réciproquement, si, par un point N pris dans le plan d’un cercle,
on meéne tant de droites EF qu'on voudra,
et si par ces deux points
, qui se couperont quelque

qui cou peront chacune

la circonférence du cercle en deux points,
on méne au cercle deux tangentes ED, FD
part en un point D, la suite de tous les points d’intersection trouves
de la m&me maniére sera sur unc méme ligne droite B C perpendi-

culaire &4 A N. »
les points de la circonférence sont égi-

le jouit de la prupriél'é gue mous
be du second degre ; et

Ce n’est pas parce que tous
lement éloignés du centre, que le cerc
venons d’énoncer , c’est parce qu'il est une cour
toutes les sections conigunes sont dans le méme cas.

En effet, soient AERBF (fig. 20) une section conique quelconques,
et C D une droite quelconque donnée dans son plan : concevons (i e

la courbe tourne autour d'un de ses axes A B pour engendrer uie

surface de révolution, et concevons les deux plans tangens @ cette sur-
face menés par la droite CD; les deux plans auront chacun leur point
de contact pa.rticnlicr. Cela ]msé, si, en prenant pour sommet un poinE
quelconque H de la droite CD, on congoit la surface conique Circonss
crite et tangente a la surface de révolution, elle touchera cette derni¢re
surface dans une courbe qui passera nécessairement par les deux points
de contact avec les plans tangens. Cette courbe sera plane ; son plan,
qui sera pm'pe:ullunluire A celui de la section conique donnée , sera
projeté sur ce dernier, suivant une droite E F j et cette droite passera
par les points de contact des tangentes A la section conique, menees
par le point H. Actuellement, si Pon suppose que le sommet H de la

surface conique se meuye sur la droite C D, sans.que cette surface

- 18T e ney - x e -
cesse d’Gtre circonserite et tangente & la surface de révolution ; dans
de contact aura les mémes pro=

. g I - 9 . : |
priétes de passer par les deux points e contact avec les plans tangens,

chacune* de ses positions, sg courbe

I'étre pls - d’avol iculaire 4 la section coni
d’étre plane , et d’avoir son plan perpendiculaire & la section conigue.
G 2
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Donc les plans de toutes les courbes de contact passerent par la droite
qui joint les deux points de contact, et qui est elle-méme perpendi-
culaire au plan de la section conique ; donc enfin les projections de
tous les plans seront des lignes droites qui passeront toutes par la pro-
jection N de la droite qui joint les deux points de contact.

4o. Enfin cette proposition n’est elle - méme qu’un cas particulier
d’un autre plus général qui a lieu dans les trois dimensions, et que nous
nous contenterons d’énoncer ici.

« Etant données dans 'espace une’ surface courbe quelconque du
second degré, et une surface conifjpe circonscrite qui la touche, et
dont le sommet soit en un point quelconque, si la surface conique se
ment sahs cesser d’étre circonscrite A la premiére surface, ef de la
toucher, de maniére cependant que son sommet parcoure une droite
quelconque, le plan de la courbe de contact des deux surfaces passera
toujours par une méme ligne droite (qui sera déterminde par les contacts
de la surface du second degré avec les deux plans tangens qui passent
par la droite des sommets); et si la surface conique se meut de ma-
nidre que son sommet soit toujours dans un méme plan, le plan de la
courbe de contact passera tomjours par un méme point. »

4v. Deuxiéme question. Par un point donné, mener un plan tangent
& la fois aux snrfaces de deux sphéres données?

Solution. Soient A , a (fig. 21) les deux projections du centre de la
premiére sphére, B, 4, celles du centre de la seconde, et G, ¢, celles
du point donné. Aprés avoir mené les droites indéfinies A B, a b,
projections de celle qui passeroit par les deux centres, et aprés ayoir
construit les projections G EF, gef, HIK, /hik, des grands cercles
des deux sphéres paralléles aux plans de projections, on concevra une
surface conique circonscrite a la fois anx deux sphéres, et qui les
touche toutes deux. Cette surface aura son sommet dans la droite qui
passe par les deux centres. On menera aux deux cercles GEF, HIK,
les deux tangentes communes E H , F K, qui se couperont en un point D
de la droite A B; et ce point gera la p:‘oﬁ‘clion horizontale du sommet
du cOne : on aura la projection verticale du méme point, en projetant
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le point D en  sur le prolongement de @ &. Enfin on menera les pro-
jections CD, c d de la droite menée par le sommet du cbne et par le
point donné. Cela posé, si par cette derniére droite on congoit deux
plans tangens a la surface conique, ils la toucheront chacun en une de
ses droites génératrices ; et par conséquent ils seront tous deux tangens
en méme temps aux deux sphéres. La question est donc réduite & mener
par la droite qui passe par le sommet du cbne et par le point donné
deux plans tangens a la surface d'une des sphéres ; ce qui s'exécutera
comme dans la question précédente , et les deux plans seront en méme
temps tangens a la seconde sphére.

1l faut observer que l'on peut concevoir deux surfaces coniques cire
conscrites anx deux mémes sphéres. La premiére les enveloppe toutes
denx en dehors, et a son sommet au-deld d'une des sphiéres par rap-
port & 'autre : les plans tangens a cette surface conigue touchent chacun
les deux sphéres du méme coté. ILa seconde surface conigue enveloppe
les sphéres , 'une en dedans, l'autre en dehors, et a son sommet entre
les deux centres. On trouve la projection horizontale D' de ce sommet
en menant aux cercles EF G et HIK les deux tangentes intérieures
qui se coupent en un point de la droite A B; et 'on a sa projection
verticale en projetant le point D" en d' sur a b. Les deux plans tangens
menés A cette surface conique touchent aussi chaeun les deux spheres;
mais ils touchent la premiére &un cbté, et la seconde de lautre.
Ainsi quatre plans différens peuvent satisfaire & la question : pour deux
d’entre eux, les deux sphéres sont du méme ¢Oté du plan; pour les
deux autres, elles sont de cOtés différens.

42. Troisiéme question. Mener un plan tangent en méme temps &
trois sphéres données de grandeurs et de positions ?

Solution. Concevons le plan tangent en méme temps aux trois
sphéres, et imaginons d’abord une surface conique circonscrite aux
deux premiéres sphéres, et qui les touche toutes deux ; le plan tangent
touchera cette surface conique le long d’une de ses droites génératrices,
et passera par le sommet du cOne. Si I’on imagine une seconde surface
conique circonscrite & la premiére sphére et a la troisiéme, le méme

plan tangent la touchera de méme le long d'une de ses droites géné-

3
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ratrices, et passera par conséquent par son sommet. Enfin, si 'on
congoit une troisiéme surface conique qui embrasse et touche la seconde
sphére et la troisiéme, le plan tarigent la touchera encore le long d'une
de ses droites génératrices, et passera par son sommet. Ainsi les sommets
des trois surfaces coniques seront dans le plam tantent ; mais ils seront
aussi dans le plan qui passe par les centres des sphéres, et qui contient
les trois axes : donc ils seront en méme temps dans deux ;11:1115 difie-
vens ; donc ils seront en ligne droite. Il suit de 1 que si I'on construit,
comme nous ’avons indiqué dans la question précédente, les projections
horizontales et verticales de ces sommets, dont denx sulfisent, on pourra
{aire passer par ces projections celle d’une droite qui se trouve sur le
1'=}-.1n tangent. La question se réduit donc & mener par une droite donnée
un plan tangent & celle des trois sphéres qu'on voudra ; ce qui s’exé-.
cutera par les méthodes précédentes , et ce plan sera tangent anx deux
auntres.

43. 11 faut observer que , puisqu’on peut toujours concevoir pour deux
sphéres quelconques deux surfaces coniques r]ui' les enveloppent et les
touchent toutes deux, la premiére ayant son sommet au-dela d’un des
centres par rapport a lautre, la- seconde ayant son sommet entre les
deux centres , il est évident que, daus la question précedente, il y aura
six surfaces coniques, dont trois sergnt circonscrites en dehors aux trois
sphéres prises deux a deux, et dont trois auront leurs sommets entre
les ‘sphéres, Les sommets de ces six cOnes seront distribués trois par
trois sur quatre droites, par chacune desquelles on pourra mener deux
pl:fms tangens en méme temps aux trois sphéres. Ainsi huit plans
différens satisfont & cette troisiéme question : deux d’entre eux touchent
les trois sphéres du méme cOté par rapport & eux; les six autres sont
tellement placés, qu’ils touchent deux des sphéres d'un <6té, etla troi-

sieme de 'autre.

44- Ces considérations nous conduisent & la proposition suivante:

« Trois cercles quelconques étant donnés de grandeur et de position
sur un plan ( /g. 22), si, en les considérant deux a deux, on leur meéne
les tangentes extérieures prolongées jusqu’a ce’ quelles se coupent, les
trois points d’intersection D, E, F, qu'on obtiendra de cette maniére,

'seront en ligne droite. »
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Car, si Pon congoit les trois sphéres dont ces cercles sont les grands
et un plan qui les touche toutes les trois extérieurement, ce

cercles,
surfaces coniques circonscrites aux spheres

plan touchera aussi les trois
considérées deux A deux, et passera par leurs trois sommets D, E, .
Mais ces trois sommets sont aussi sur le plan des trois centres : donc
ils sont sur deux plans différens, et par conséquent exi ligne droite. « Si
aux mémes cercles, considérés deux a deux, on méne les tangentes in-
térieures qui se croiseront, les trois nouveaux points d’intersection G, H, I,
seront deux a deux en ligne droite avec un des trois premiers ; en sorte
gue les six points D, E,F,G,H,I seront les intersections de quatre droites. »

Enfin cette proposition n’est qu'un cas particulier de la suivante, qui a
lieu dans les trois dimensions.

« Quatre spheéres quelconques étant données de grandeurs et de positions
dans espace , si I'on congoit les six surfaces coniques qui sont circons-
crites extéricurement & ces sphéres considérées deux 4 deux, les sommets
des six cOnes seront dans un méme plan et aux intersections de quatre
droites ; et si l'on congoit les six autres surfaces coniques circonscrites
intérienrement, c’est-A-dire, gqui ont leurs sommets entre les centres
de deux sphéres, les sommets de ces six nouveaux cOnes seront trois
par trois dans un méme plan avec trois des premiers. »

45. Quatriéme question. Par un point pris arbitrairement, mener un

1

plan tangent & une surface cylindrique donnée ¢

Solution. Soit EIFK (/fig. 23) la trace de la surface cylindrique
sur le plan horizontal ; trace (ue nous supposons donnée. Soient AB,
a b, les deux projections donnees de la droite & laquelle la génératrice
doit touwjours étre paralléle , et C, ¢, celles du point donné. Sipar ce
point on congoit une para—ﬂlé‘.c A la drpite gt_'-.uérmriu(: , cette droite sera
dans le plan tangent demandé ; et les points dans lesquels elle coupera
les plans de projections seront sur les traces du plan tangent. Donc, s
par ce point G on méne CD patalicle 2 A B, et par le point ¢, ¢d pa-
ralléle & @ 6, on aura les deux projections de cette droite ; et si, apreés
avoir prolongé ¢ o jusqu'a ce qu’elle rencontre LM en un point &, on
projette le point & en D.sur C D, le point D sera la rencontre decette

droite avec le plan horizontal, et par conséquent un point de ia trace
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du plan tangent. Or la trace horizontale du plan tangent doit 8tre
tangente a4 la courbe EIFK ; donc, si par le point D on méne i cette
courbe toutes les tangentes possibles, DE, DF..... etc., on aura les
traces horizontales de tous les plans tangens qui peuvyent passer par le
point donné. Si par les points de contact E, T..... etc., on méne
a4 A B les paralléles indéfinies EG, F H... etc., on aura les i;mjccthms
horizontales des droites génératrices, dans lesquelles les différens plans
tangens touchent la surface cylindrique ; enfin on aura les projections
verticales e g, f4...etc., de ces génératrices on de ces droites de contact,
en projetant les points E, F..., etc., sur le plan vertical en @ fu. €t
et en menant par ces derniers points des paralléles indéfinies 4 a 4.
Quant aux traces des plans tangens sur le plan vertical , on les trouvera
par le-procédé de'la figure 12,

46. Cinguiéme: question. Par un point pris arbitrairement , mener
un plan tangent 4 une surface conique donnée?

Comme la solution de cette question différe trés-peu de celle de la
];1~¢}(;é=1r-11te, nous nous contenterons d’en im_ii:prcr la construction dans
la figure 24, ou la courbe E GF H est la trace donnée de la surface
conique, ot A et @ sont les projections données du sommet , et ou G
et ¢ sont celles du point donné par lequel le plan tangent doit passer.

47. Siviéme question. Par une droite donnée, mener un plan tangent
A une surface de révolution donnée?

Solution. Rous: supposerons que l'axe de la surface de révolution
soit perpendiculaire & un des deux plans de projections ; ce qui n’al-
térera pas la généralité de la solution, parce qu’on est toujours le
mafitre de disposer de la position de ces plans, de maniére que cette
condition soit remplie.

Soient donc A ( fiz 25) la projection horizontale donnée de I'axe de
la surface, a ' sa projection verticald, apia la courbe génératrice
de la surface , et BC, bc les deux ‘projections données de "la droite
par laquelle le plan tangent doit passer. Du point A soit abaissée
sur BC la p{.\rpcndicu[uirc A D, qui sera la projection horizontale de
ta plus courte distance entre I'axe et la drpite donnée, et soit projeté
Je point D en & sur b c. Cela
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Cela posé, conceyons d’abord que le plan tangent soit mené ; puis
supposons que la droite donnée tourne autour de l'axe de révolution ,
sans changer de distance 2 cet axe, sans changer d’inclinaison sur le
plan horizontal, et qu'elle entraine avee elle le plan tangent, de ma-
niére qu'il touche toujours la surface: il est évident qu'en vertu de ce
mouvement le point de contact de la surface et du plan changera de
position : mais, parce que le plan tangent garde toujours la méme
inclinaison ,.ce point de contact ne changera pas de hauteur sur la
surface, et il se mouvra dans la circonférence d'un cercle horizontal,
dont le centre. sera dans I'axe. De plus, la droite donnée engendrera
par son mouvement ane seconde surface de révolution autour du méme
axe, d laquelle le plan tangent sera lui- méme tangent dans toutes scs
positions.

En effet, concevons un plan par Paxe et par le point de contact du
plan tangent avec la premiére surface : ce plan coupera la droite géné-
ratrice en un point qui sera celui du contact du méme plan tdngent
avec la seconde ; car, indépendamment de la droite génératrice par
laquelle il passe en ce point,’il passe ncore par la tangente du cercle
horizontal au méme point, puisqu’il passe aussi par la tangente du
cercle horizontal au point de contact avec la premiére surface, et que,
par la propriété des surfaces de révolution , ces deux tangentes sont
paralleles. ;

Comme c’est au moyen de la seconde surface de révolution que nous
devons résoudre la question, il est nécessaire de construire la courbe
suivant laquelle elle est coupée par un plan mené par l'axe ; et nous
supposerons (ue ce plan soit parallele au plan vertical de projection ,
ct par conséquent projeté sur le plan horizontal dans une droite A F
paralléle a T M.

Soit pris sur la droite donnée un point quelconque , dont les pro-
jections soient E et e et cherchons le point dans lequel il rencontre
le plan de la section dans son mouvement. D’abord ce point décrira
autour de axe de révolution un arc de cercle horizontal, dont on
aura la projection horizontale ¢n décrivant du point A comme centre,
et de Pintervalle A E,'arc EF, jusqu’a ce qu’il rencontre la droite A F
quelque part en un point F; etonaura la projection verticale de cet arc
en menant par le point e 'horizontale indéfinie e /o Le point F sera donc

1
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la projection horizontale de la rencontre .du point décrivant avec le
plan de la section : donc, si I'on projette le point F en fsur e f, le
point f'sera la projection verticale de cette rencontre, et par consé-
quent un point de la scction. Si on fait les mémes opérations par tant
d’autres points qi'on voudra, pris sur la droite donnée, on aura
autant de '["Uinl.‘, ‘g‘,f, r, n, par ].CS(['I.IC'S on fera passer la courbe
demandcée.

Cela fait, sapposons que la droite domnée et le plan tangent, par
leur rotation simultanée autour de l'axe, soient parvenus dans une
position telle que le plan tangent soit perpendiculaire an plan vertical
de projection. Dans cette position , la pm}vctinﬁ sur ce plan sera une
ligne droite, et cette droite sera tangente en méme temps aux deux
courbes apia', g [frn. Si donc on méne & ces deux courbes toutes les
tangerntes COMMUNEs, telles (que g 2} 7P, O aura les pr(mim,:tinyig de
tous les'plans tangens (ui satisfont a la question , et considérés dans
la position qu’ils ont prise, lorsque par la rotation ils sont devenus
successivement perpendiculaires an plan vertical. Les points de contacty, p
de ces tangentes, ayec la {,_T}éllt'll'ﬂ.tl'-lt!(j de la ]n*em':érr: surface , Aéterin -
neront: les hauteurs de ceux de cette su rface avec tous les plans tangens:
par conséquent, si par ces points on meéne les horizontales indéfinies iz, p s,
elles contiendront les projections verticales des points de contact de la
surface avec lesplans ; et si du point A comme centre , et avec des rayons
égaux respectivement & iZ et A ps, on décritdes arcs de cercle IK, PQ,
ces arcs contiendront les projections horizontales des mémes points. 11
ne reste donc plus, pour achever de les déterminer, qu’a trouver sur
quels méridiens de la surface de révolution ils doivent se trouver :
c'est ce & quoi doivent servir les points de contact g, 7.

Pour cela, alu'&s avoir pro}cté les points g, n, sur AG,en GetN,
si du point A comme centre, et avec des intervalles successivement
égaux A AGet AN, on décrit les arcs de cercle GH, N O, jusqua
ce qu'ils coupent la droite BC en des points H et O, ces arcs expriment
la guantité de rotation que, pour chaque plan tangent, la droite qui
passe par scs contacts avec les deux surfaces, a été obligée de faire pour
se transporter dans le plan vertical paralléle a cclui de projection.
Donc on aura les projections horizontales d¢ ces mémes droites, consi-
dérées dans leurs positions naturelles, en menant par le point A les
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droites A H, A O ; donc enfin les points K, Q, ou les derniéres droites
s 1K, P Q, seront les projections hori-

couperont les arcs correspondan
de la premiére surface avec les plans

zontales des points de contact
tungt.:ns menés par la droite donnée.

Quant aux projections verticales des mémes points, on les aura en
projetant les points K, Q, enk, g, sur les horizontales respectives 2
et ps.

Les projections horizontale
déterminées , on construira les trac
{ue nous avons deja empl-:)y('-es.
facilement se génémliser et s’appliguer aux sur-
ourbes quelconques , constantes de formes et

s et verticales des spoints de contact étant
es de tous les plans tangens, par les

mémes méthodes ¢

Cette méthode peut
faces engendrées par des ¢
variables de positions dans l'espace.

D

Des intersections des surfaces courbes.

48. Lorsque les générations de deux surfaces courbes sont entiére-

ment déterminées et connues; lorsque, pour chacune d’elles, la suite

de tous les points de I'espace par lesquels elle passe n'a plus rien d’ar-
bitraire ; lorsque pour chacun de ces points, une des deux projections
étant prise & volonté , l'autre projection peut toujours &tre construite ;
si ces deux surfaces ont quelques points communs dans Vespace, la pn;
sition de tous ces points communs est absolument déterminée ; elle dé-
pend et de la forme des deux surfaces courbes, et de leurs positions
respectives ; et elle est de nature & pouvoir toujours &tre déduite de la
définition des générations des surfaces , dont elle est une conséquence
nécessaire.

La suite de tous les points communs 4 deux surfaces courbes détermi-
nées forme en général dans l'espace une certaine ligne courbe qui,
pour des cas trés-particuliers , peut se tronver dans un certain plan, et
n’ayoir (u'une seule courbure , qui, pour des cas infiniment plus par-
ticuliers, peut devenir une ligne droite, et n'avoir aucune courbure ;
enfin qui, pour des cas infiniment plus p;lrticuliers encore , peut se
réduire & un point unique ; mais qui, dans la cas général, est ce qu'on

Ha
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nomme courbe & double courbure , parce qu’elle participe ordinaire-
ment des courbures des deux surfaces courbes, sur chacune desquelles
elle se trouve en méme temps, et dont elle est l'intersection commune.

49. 11 existe entre les opérations de Pamalyse et les méthodes de la
géométrie descriptive , lune correspondance , dont il est nécessaire de
donner ici une idée.

Dans ’algébre,, lorsqu'nn probléme est mis en équations , et qu’o
a autant d’éqguations que d’inconnues, on peut toujours obtenir le méme
nombre d’équations, dans chacune desquelles il n’entre qu'une des
inconnues ; ce ui met & portée de connoitre les valeurs de chacune
d’elles. L'opération par laguelle on parvierit a ce but, et qui s’appelle
¢limination , consiste , au moyen d'une des équations , & chasser une des
s hconnues de toutes les autres équations; et en chassant ainsi succes-
sivernent les diftérentes inconnues, on arrive & une équation finale qui
n'en contient plus qu'une seule, dont elle doit produire la valeur.

L’objet de I’élimination , dans lalgébre, a la plus grande analogie
avec les opérations par lesquelles , dans la géométrie descriptive , on
détermine les intersections des surfaces courbes.

En effet , supposons que considérant un point dans lespace, et
représentant par z, Y, 2, les distances de ce point a trois plans
rectangulaires entre eux, on établisse une relation entre ces trois dis-
tances , et que cette relation soit exprimée par une équation, dans
laquelle entrent les trois quantités @, y » %, et des constantes. En
vertu de cette relation , la position du point ne sera pas-déterminge :
car les quantités =, y, 2z, pourront changer de valeur, et par consé-
quent le point pourra changer de position dans I'espace, sans que la
relation exprimée par I'équation cesse d’avoir lieu ; et la surface courbe,
qui passe par toutes les positions que le point peut occuper ainsi, sans
que la relation entre ces trois coordonnées soit altérée, est celle a
laquelle appartient I'équation.

Par exemple , supposons qu'une sphére dont le rayon soit exprimé
par A, ait son ¢entre au point d’intersection commune des trois plans
rectangulaires ; el qu’en considérant un certain point sur la surface de
la sphére, on imagine des perpendiculaires abaissées de ce point sur
les trois plans , et représgntées par les letires &, y, 2; il est évident
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que le rayon de la sphére, dirigé au point que V'on considére , sera la
diagonale d’un para’tlé’lipipéde rectangle , dont les trois arétes seront
T, ¥, 23 que son quarré sera égal A la somme des quarrés des trois
arltes ; et qu'ainsi l'on aura I'équation z° 45 +2= As. Cela posé,
si le point change de position sur la curface de la sphére, ses distances
z,y,%,aux trois plans rectangulaires , changeront ; mais sa distance
au centre ne changera pas, et la somme des (uarres de ses trois coor-
données, qui est toujours égale au quarré du rayon, aura toujours la
méme valeur : 'on aura donc encore entre les coordonnées de ce point,
la relation exprimée par I'équation -y 2= A*. Cette équation,
qui a lieu pour tous les points de la surface de la sphere, et qui a lien
pour eux seuls, est celle de cette surface. Toutes les surfaces courbes
ont ainsi chacune leur équation ; €t s'il n'est pas toujours facile d’avoir
cette équation exprimee en quantités aussi simples que les distances ',
4, 2, il est toujours possible de ’obtenir en quantités plus compliquées ,
telles que les inclinations des plans tangens , les rayons des courbures :
il suffit & notre objet d’en avoir fait connoitre une pour exemple.

Actuellement , si, ayant en I,y 2> les équations de deux sur-
faces courbes différentes, et en supposant que pour les points des
Jeux surfaces les distances soient prises aux mémes plans rectangu-
laires, on élimine une des trois (uantités &,y » %, Par exemple z,
entre les deux équations; par la simultandité de ces deux équations ,
on établit d’abord que ce n'est pas de tous les points de la premiére
surface indistinctenent, ni de tous ceux de la seconde , que l'on s’occupe,,
mais seulement de ceux de leur intersection , pour chacun desquels les
deux équations doivent ayoir lieu, puisqu’ils sont en méme temps sur
les deux surfaces. Ensuite 'équation en & , % qui résulte de 1'élimi-
nation de z, exprime la relation qui existe entre ces denx distances
pour tous les points de P’intersection , quelle que soit la distance z qui
a disparu, etdont il n’est plus question dans P’équation ; elle est donc
’équation de la projection de I'intersection des deux surfaces sur le
plan perpendiculaire aux z.

On voit donc qu’en algebre Pobjet de D’élimination entre plusieurs
équations & trois inconnues , est de déterminer sur les trois plans anx-
quels tout Pespace est rapporté , les projections des intersections des
surfaces auxquelles les ¢équations appartiennent.

*H3
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50. La correspondance entre les opérations de Panalyse et les mé-
thodes de la géométrie descriptive, ne se borne pPas & ce que nous
venons de rapporter ; elle existe par-tout. Si dans Pespace , pour opérer
des générations quelconques, on fait mouvoir des points, des lignes
courbes, des surfaces, ces mouvemens peuvent toujours étre dictés par
des opérations analytiques; et les objets nouveaux auxquels ils donnent
lieu, sont exprimés par les résultats mémes des opérations. Réciproque-
ment, il n’y a aucune opération d’analyse en trois dimensions, qui ne
soit I'écriture d’un mouvement opéré dans l'espace et dicté par elle.
Pour apprendre les mathématiques de la maniére la plus avantageuse |
il faut donc que Péléve s’accoutume de bonne heure & sentir la corres-
pondance qu'ont entre elles les opérations de l’analyse et celles de la
géométrie ; il faut qu’il se mette en état, d’une part , de pouveir
écrire en analyse tous les mouvemens qu’il peut concevoir dans I'es-
pace, et, de I'autre, de se représenter perpétuellement dans I'espace
le spectacle mouvant dont chacune des opérations analytiques est
Pécriture.

51. Revenons actucllement & notre objet , qui est la méthode de déter-
miner les projections des intersections des surfaces courbes.

Pour mettre plus de clarté dans 'exposition de cette méthode , nous
ne la présenterons pas d’abord avec toute I’élégance dont elle est sus-
ceptible ; nous y arriverons par degrés. De plus, I'énoncé sera général
et applicable a deux surfaces quelconques; et quoique les lettres que
nous emploierons se rapportent a la figure 26, qui présente le cas
particulier de’denx surfaces coniques, & bases circulaires et A axes
verticaux , il faut néanmoins toujours concevoir que les surfaces
dont il s’agit peuvent étre, chacune en particulier, tout autres qu'une
surface conique.

52.. Premier probléme général. Les générations de deux surfaces
courbes étant connues, et toutes les données qui fixent ces généra-
tions étant déterminées sur les plans de projections ; construire les pro-
jections de la courbe 2 double courbure, suivant laquelle les deux
surfaces se coupent ?

A . qr v 34 3 A=
Solution. On concevra une suite de plans indéfinis, placés d’une ma
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niére convenue dans I'espace ; ces plans pourront, par exemple , étre
tous horizontaux, et c’est en effet ce que nous supposerons d’abord. Dans
ce cas, la projection verticale de chacun d’eux sera une droite hori-
zontale indéfinie ; et parce qu’on est maitre de les mener & distances
arbitraires , nous supposerons que dans la projection verticale on ait
mené tant de droites horizontales (fig. 26) ee 5 e€', e€',etc., qu'on ait
voulu, et que la suite de ces droites soit la projection verticale de la
suite des plans qu’on a congus. Cela posé, on fera successivement ,
pour chacun de ces plans, et par rapport & la droite ee’ qui en est la
projection , l'opération (ue nous allons indiquer pour celui d’entre*eux
qui est projeté en I E'.

Leplan EE' coupera la premiére surface en une certaine courbe, qu'il
sera toujours pessible de construire , si 'on connoit la génération de la
surface; car cette courbe est la suite des points dans lesquels le plan EE’
est conpé par la génératrice dans toutes ses positions. Cette courbe
étant plane et horizontale aura sa projection horizontale égale , semblable
4 elle-méme , et placée de la méme maniére; il sera done possible de
construire cette projection , et mous supposerons que ce soit. la
courbe FG HIK.

Le méme plan EE' coupera aussi la seconde surface dans une autre
courbe plane horizontale , dont il sera toujours possible de construire la
projection horizontale , et nous supposerons que cette projection soitla
courbe T OGP N.

Cela fait, il peut arriver que les deux courbes dans lesquelles le méme
plan EE' coupe les deux surfaces, se coupent elles-mémes , ou qu’'elles
ne se coupent pas: si elles ne se coupent pas, quelque prolongées qu’elles
soient, ce sera une preuve qu'a la hauteur du plan® EE’, les deux
surfaces n’ontaucun point commun j mais si ces deux courbes se coupent,
elles le feront en un certain nombre de points qui seront communs aux
deux surfaces, et qui seront par conséquent autant de points de l'inter-
section demandée. En effet, en tant que les points d’intersection des
deux courbes sont sur la premiére d’entre elles, ils sont sur la premiére
des deux surfaces proppsées ; en tant quils sont sur la seconde courbe ,
ils sont aussi sur la seconde surface: donc, en tant qu'ils sont sur les
deux courbes a la fois, ils sont aussi sur les deux surfaces.

Or les projections horizontales des points dans lesquels se coupent
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les deux courbes, doivent se trouver, et sur la [u'njecli(m_de la pre=
miére , et sur la projection de la seconde ; donc les points F, G..... de
rencontre des deux courbes F G H1 K et FGOP N, seront les projec=
tions horizontales d’autant de points de Pintersection demandée des deux
surfaces courbes. Pouravoir les projections verticales des mémes puints,
il faut oliserver qu’ils sont tous compris dans le plan horizontal E L, et
que leurs projections doivent dtre sur la droite EE'. Donc, si 'on pro-
jette les points I, G.... sur EE enf, g..., on aura les projections
verticales des mémes points.

A%tuellement , si pour toutes les autres horizontales ee’ ee’ , on fait
la méme opération que nous venons de faire pour EE', on trouyera
pour chacune d’elles , dans la projection horizontale , une suite de nou-
veaux points F, G..... etc., et dans la projection verticale une suite de
nouveaux points f; g... , cte. Puis, si par tous les points ... on fait passer
une branche de courbe , par tous les points G.... une autre branche, et
ainsi de suite , Passemblage de toutes ces branches, qui pourront quel-
quefois rentrer Pane dans lautre, sera la projection horizontale de
Vintersection des deux surfaces; de mé&me, si partons ces points fi... on
fait passer une branche de courbe , par tous les’ points g.... une autre
branche , et ainsi de suite, Passemblage de toutes ces branches , qui
pourront aussi quelquelois rentrer les unes dans les autres, sera la pro-
jection verticale de Pintersection demandée,

+ 53. La méthode que nous venons Fexposer est gcénérale, méme en
supposant qu’on ait choisi pour systéme de plans coupans une suite de
plans horizontaux. Nous allons voir que, dans certains cas, le choix
du systéme de plans coupans n’est pas indifférent, qu’on pent quelque-
fois le faire tel qu'il en résulte des constructions plus faciles et plus
élégantes, et méme qu'il peut étre avantageux, au lien d’'un systéwne
de plans, d’employer une suite de surfaces courbes, qui ne diftérent
entre ¢lles que par une de leurs dimensions.

Pour construire U'intersection de deux surfaces de révolution dont les
axes sont verticaux, le systéme de plans le plus avantagenux est une suite
de plans horizontaux ; car chacun des plans coupe les deux surfaces en
des circonfeérences de cercles dont les centres sont sur les axes respec-
1ifs , dont les payons sont égaux aux ordonnées des courbes génératrices,

p:":.*-.c‘_'-fs
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prises & la hautenr du plan coupant, et dont les projections horizoif®ales
sont des cercles connus de grandeur et de position. Dans ce cas, tous
les points de la pl'Ui-"‘CEil?l‘ll horizontale de lintersection des denx sur-
faces se trouvent donc par des intersections d’arcs de cercle. On sent
| que si les surfaces de révolution avoient leurs axes paralléles entre eux ,
' mais non verticaux, il fuulroit changer de plans de projections, et les
choisir de maniére que l'mn d’entre eux fiit perpendiculaire aux

! | axes.
: 54. Sl 'agissoit de construire l'intersection de deux surfaces coniques
L 4 bases quelconques, et dont les traces sur le plan horizontal fussent
> données ou construites , le systéme de plans horizontaux entraineroit
3 _ dans des opérations qui seroient trop longues pour ce cas; car chacun
\ Y des plans horizontaux couperoit les deux surfaces dans des courbes,
£ I[’ qui seroient bien & la vérité semblables aux traces des surfaces respec-
- ' tives : mais ces courbes ne seroient point égales aux traces; il faudroit
5 les construire par points , chacune en particulier . tan_dis que, si, aprés
n avoir mené une droite par les sommets donnés des deux cOnes, on
e emploie le systme de plans qui passent par cette droite, chacun de
11 ces plans coupera les deux surfaces coniques en quatre droites; et ces
- droites, quiseront dans le méme plan, se couperont , indépendamment
des sommets , en natre points, qui seront sur lintersection des deux
surfaces. Dans ce cas, chacun des points de la projection horizontale
n de lintersection sera donc construit par Pintersection de deux lignes
le droites.
X
- 55. Pour deux surfaces cylindriques & bases quelconques, et dont les
15 génératrices seroient inclinées diversement, le systéme des plans hori-
e zontaux ne seroit pas le plus favorable que I'on pourroit choisir. Chacun
nt de ces plans couperoit, a la vérité, les deux surfaces dans des courbes
semblables et égales & leurs traces respectives ; mais les courbes qui ne
es correspondroient pas verticalement aux traces, auroient pour projec-
te tions des courbes qui seroient distantes des traces elles - mémes , et
on1 qu’il faudroit construire par points. Si I'on choisit le systéme de plans
c- paralléles en méme temps aux génératrices des deux surfaces, chacun,
s o 8 de ces plans coupera les deux surfaces dans des lignes droites, et ces
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droites se couperont en des 1'-(:'1*'\15‘ qui appnrf_h-mlrrﬁ.]'lt a Dintersection
des deux surfaces. Par li, les points de la projection horizontale seront
construits par des intersections de lignes droites. Au reste, ceci n’est que
la conséquence nécessaire de ce que nousayons dit pour le cas de deux
surfaces coniques. -
56. Enfin, pour deux surfaces de révolution dont les axes seroient
dans le méme plan , mais non paralleles entre eux, ce ne seroit plus
un systéme de 11];1“5 qu'il seroit convenable de choisir, ce seroit le
systéme de surfaces sphériques, qui auroient leur centre commun au
point de rencontre des deux axes: car chacune des surfaces sphériques
couperoit les deux surfaces de révelution dans les circonférences de
deux cercles qui auroient leurs centres sur les axes respectifs, et dont
les ]r!rms' seroient perpendiculaires au plan mené par les deux axes; et
les points d’intersection de ces deux circonférences, qui seroient en
méme temps et sur la surface sphérique et sur les deux surfaces de
réyolution , appartiendroient A Dintersection demandée. Ainsi les points
de la projection de I'intersection seroient construits par les rencontres
de cercles et de lignes droites. Dans ce cas, la position la plus avan-
tageuse des deux plans de projections, est que I'un soit perpendiculaire
% un des axes, et que lautre soit paralléle aux deux axes. Ce petit
nombre d’observations , par rapport aux surfaces courbes qui se ren-
contrent le plus fréquemment, sulfit pour faire voir la maniére dont
la méthode générale doit &tre employée, et comment, par la connois-
sance de la génération des surfaces courbes, on peut choisir l'espéce

de section qui doit donner des constructions plus faciles.

57. Lorsque deux surfaces courbes sont définies de formes et de posi-
tions respectives, non seulement la courbe de leur intersection est déter-
minée dans Vespace, mais encore toutes les affections de ces courbes
Censuivent immédiatement. Ainsi, par exemple , dans chacun de leurs
soints la direction de leur tangente est déterminée : il en est de méme
de celle de leur plan normal , ¢’est-A dire du plan qui counpe la courbe
A angle droit , et qui est, par conséquent, perpendiculaire a la tan-
gente au point d’intersection. Quoique nous devions avoir souvent occa-
sion, dans la suite, de considérer les plans normaux aux courbes &
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doublé courbure, nousn’entreronsici, par rapporta leur détermination,
dans aucun détail , parce que ces plans étant tonjours perpendiculaires
aux tangentes il nous suffira d’avoir donné la maniére de construire
les projections des tangentes aux intersections de¢s surfaces courbes.

58. Second probléme général. Par un point pris A volonté sur I'inter-
section de deux surfaces courbes, mener la tangente & cette intersection?

Solution. Le point pris & volonté sur I'intersection des deux surfaces
courbes se trouve en méme temps et sur l'une et sur I'autre de ces
surfaces. Si donc par ce point considéré sur la prcmi(‘?re surface on
méne A cette surface un plan tangent, ce plan touchera I'intersection
dans le point que 'on considére. Pareillement, si par le méme point
considéré sur la seconde surface on méne i cette surface un plan tan-
gent , ce plan touchera I'intersection dans le point que I’on considére.
Les deux plans tangens toucheront donc l'intersection dans le méme
point, qui sera en méme temps un de leurs points communs, et par
conséquent un de ceux de la droite dans laquelle ils se conpent ; donc
Pintersection des deux plans tangens sera la tangente demandée.

Ce probléme donne lien & 'observation suivante, qui est d'un grand

)
« La projection de la tangente d’une courbe a double courbure est

usage dans la géométrie descriptive,

elle-méme tangente 4 la projection de la courbe, etson point de con-
tact est la projection de celui de la courbe a2 double courbure. »

En effet, si, par tous les points de la courbe a double courbure ,
on congoit des perpendiculaires abaissées sur un des plans de projec-
tion, par exemple, sutle plan horizontal, toutes ces perpendiculaires
seront sur une surface cylindrique verticale, qui sera coupée par le plan
horizo##l dans la projection méme de la courbe. De méme, si, par
tous les points de la tangente & la courbe & double courbure, on
concoit des verticales abaissées, elles seront dans un plan vertical qui
sera coupé par le plan horizontal dans la projection méme de la tangente.
Or, la surface cylindrique etle plan vertical se touchent évidemmeént
dans toute 'étendue de la verticale abaissée du point de contact, et
qui lenr est commune ; donc les intersections de la surface cylindrique
et du p!_an par le plan horizontal se toucheront dans un point qui

i
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sera I'intersection de la droite du contact de la surface cylindrique et
du plan vertical. Donc enfin les projections d’une courbe A double cour-
bure et d'une de ses tangentes se touchent en un point qui est la pro-
jection du point de contact de la courbe.

59. Nous allons actuellement faire 'application de tout ce qui pré-
céde & quelques cas particuliers; et pour commencer par des considé-
rations simples , nous supposerons d’abord qu’une des deux surfaces
dont il faut déterminer P’intersection , soit un plan.

 Premiére guestion. Construire intersection d’une surface cylindrique
donnée, par un plan donné de position ?

La position des plans de projections étant arbitraire, nous suppose-
rons d’abord , ce qui est toujours possible , que ces denx plans aient été
choisis , de maniére que I'un soit perpendiculaire a la génératrice de
la surface, et que lautre soit perpendiculaire au plan coupant, parce
que, dans cette supposition, la construction est beaucoup plus facile ;
puis, pour donner aux éléves 'habitude des projections , noussupposerons
que les denx plans de projections soient placés d’une maniére quelconque.

Solution. Premiercas, dans lequel on suppose que la génératrice
de la surface soit j;er]o(.'mffcnfafrc a Pun des plans de projection ,
parexemple , au plan horizontal , et que le plan coupant soit perpen-
diculaire a Pautre.

Soit A (_ffg. 27) la projection horizontale de la droite, a laquelle
la génératrice de la surface cylindrique doit toujours étre paralléle ; 2 &”
sa projection verticale; BCDE la trace donnée de la surface cylin-
drique , trace qui sera la projection horizontale de la surface indéfinie,
et, par conséquent, celle de la courbe d’imtersection ; soit fg la pro-
jection verticale donmnée du plan coupant, projection qui sera aussi
celle de l'intersection demandée , et ¥ G la trace horizontale du méme
plan : il est éyvident que si 'on méne & la courbe BC D E, et perpendi-
culairement & L M, les tangentes indéfinies E ¢”, C ¢’, les droites ee”, c ¢’
seront les projections verticales de la génératrice dans ses positions ex-
trémes, etque les points €', ¢', dans lesquels elles couperont la projec-
tion /g du plan coupant, termineront sur fg la projection verticale de
Pintersection demandée. 2
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Cela poséy si par un point pris arbitrairement sur intersection
(point dont la projection horizontale sera un point H, pris 4 volonté
ur la courbe BCDE, et dont on aura la projection verticale en pro-
jetant le point H en ' sur fg) on veut mener la tangente & cette inter-
section, il est clair que cette tangente sera comprise dans le plan
coupant, et que sa p:'uicutinn verticale sera la droite J&; il est clair
aussi qu’elle sera comprise dans le plan vertical tangent A la surface
cylindrique , et que sa’‘projection horizontale, qui sera la méme que celle
du plan tangent , sera la droite FHN tangente en H a la courbe
donnée BCDE. Ainsi tout est détermin¢ par rapport & V'intersection
demandée.

6o. Actuellement posons qu’il s'agisse de construire cette intersection
teile qu’elle existe dans son plan, et par un de ses points pris a volonté,
de lui mener une tangente. Si le plan de projection verticale se trouve
a une trop grande distance de la courbe BCDE, on pourra concevoir
un autre plan vertical qui lui soit paralléle , qui pdsse dans intérieur
dela courbe BCDE, et dontla projection horizontale soit la droite E
paralléle & L M. Ce plan vertical coupera le plan coupant dans une
droite paralléle & sa projection fg, et autour de laquelle , comme char-=
ni¢re, nous supposons que le plan coupant tourne pour devenir vertical ,
et présenter en face la courbe demandée. Cela posé, par tant de points F
qu'on voudra, pris arbitrairement sur BCD L, on concevra des plans
verticaux perpendiculaires au plan vertical de projection , et dont on
aura en méme temps les projections horizontales et verticales , en menant
par tous les points I des droites HIK 77 perpendiculaires &8 L M. Cha-
cun de ces plans coupera le plan coupant dans une droite horizontale
perpendiculaire & la charniére , et dont la projection verticale sera le
point de rencontre i de deux droites J&, it De plus, dans chaque
plan, cette droite horizontale rencontrera la charniére dansun point dont
la projection horizontale sera I'intersection J des deux droites EC yHIK 27,
et elle rencontrera la courbe demandée dans des points dont les projec-
tions horizontales seront les intersections H, K de la droite HJ K i #
avec la courbe BCDE. Enfin cette droite et toutes ses parties seront
cgales & leurs projections horizontales. Or, lorsque le plan coupant
tourne autour de la charniére pour devenir vertical , toutes ces droites 5
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qui d’abord étoient horizontales, ne cessent pas d’étre pgrpendiculaires
4 la charniére, et ne changent pas de grandeur. Donc, si par tous
les points { on mcne 4 g des perpendiculaires indéfinies 24, et si
sur ces perpendiculaires on porte JH de i’ en /, et JK de# en £, on
aura tant de points %, k qu’on voudra , par lesquels on fera passer la
courbe demandée &’ k¢ A.

61. La courbe étant construite dans son plan, s'il s’agit par un de ses
points %, pris arbitrairement, de lui mener une tangente, on aura la
Iwroiﬂc[iun verticale de ce point en abaissant du point A~ sur ‘f_‘__r}f la
perpendiculaire £z ; on aura sa projection horizontale en projetant Z
en H sur la courbe BCDE ; on aura la projection horizontale de la
tangente demandée, en menant la droite FN , tangente en H, a la
courbe BCD E; et il suffira de rapporter sur le plan de la courbe un
point quelconque de la tangente, celui, par exemple, qui est projeté sur
le point N pris arbitrairement, et dont la projection verticale est
sur fg en «'. Or, ®n raisonnant pour ce point comme pour tout autre
point du plan coupant, il est clair que si par le point &' on méne afg
la pcrpenL]itm.]-.ulrc @' n, et que si sur cette droite on porte de @’ en zla
distance N A. du point N & la droite EC ; le point z sera le second point
de la tangente. Donc en menant la droite 47z, on aura la tangente

demandée.

62. Quelle que soit la courbe donnée BCDE, on vait que Dinter-
section & k ¢’/ jouit de la propriété, que, pour un de ses points quel-
conque, la sous-tangente a’ n est égale a la snirthangentc AN de la pre-
niiére. Cette propriété, qui est trés-connue pour le cercle et Pellipse,
lorsque ces deux courbes ont un axe commun, n’a‘licu par rapport &
elles que parce qu'elles sont lesintersections d'une méme surface cylin-

drique par denx plans différens.

63. Enfin il peut arriver qu'on ait besoin de tracer sur le dévelop-
pement de la surface cylindrique Peffet de la section faite par le plan
coupant. Pourcela, a.prés avoir développé la courbe BCD E, avec toutes
ses divisions, sur une droite RQ; si par toutes les divisions de RQ on

lui méne des perpendiculaires jndélinies, on aura sur le développement
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de la surface les traces des différentes positions de la droite génératrice ,

et il ne s'agira plus que de porter sur ces pcrpendiculah:es les Im“ie.s
des génératrices CUI‘reSpondantes, comprises entre la section perpen%h-
culaire BCDE, et la section faite par le plan coupant. Or, ces parties
de génératrices sont doales A leurs projections verticales, et ces projec-
tim;s sont toutes terminées d’une part & la droite LM, et de l'autre
4 fg. Donc, sile point H, par exemple, tombe en S 31}1* 1:11 droite RQ,
en portant iZ surla perpendiculaire qui passe par le pumt&:, de S.en 1184
le point T serasur la surface développée, celui ot la _s_l}énémtr:fre (Il"li passe
par le point 11, est coupé par le plan coupant. La courbe XTYZ, qui
passera par tous les points déterminés de la mé&me maniére , sera la courbe

demandde,

64. Il est évident que si on prolonge la tangente au point H jusqua ce
qu’elle rencontre la trace horizontale GF du plan coupant quelque
part en un point F, et que si 'on porte HF sur RQ de SenU, la
droite TU sera tangente a la courbe; car lorsque la surface cylindrique
se développe, ses élémens ne changent pas d'inclinaison par rapport
au plan horizontal.

Second cas , dans lequel on suppose la surface cylindrique et le plar
coupant, Pfacés d’une maniére gacfcwzguclrmr rapport aux deux plans
de projections.

65. Solution. Fig. 28. Soient AA’ et aa' les denx projections de la
droite alaquelle la génératrice doit étre paralléle; CEDF, la trace don-
née dela surface cylindrique; et HG, /44, les traces du plan coupant.

On imaginera une suite de plans paralléles & la génératrice de la surface
cylindrique , et qui seront de plus tous perpendiculaires & un des plans
de projections, par exemple, au plan horizontal ; chacun de ces plans
sera projeté suivant une droite OKE paralléle d AA', et coupera la sur-
face en des droites qui seront des positions de la génératrice ; et qui
rencontreront le plan horizontal aux points d’intersection B, F, de la
droite OKE avec la courbe CEDF. Si donc on projette les points E, F
sur LM en e, f, et si par ces derniers points on méne i la droite aa’
les paralléles ee’, £/, on aura les projections verticales des intersec-
tions de la surface avec chacun des plans paralléles & la génératrice.
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Ces mémes plans couperont aussi le plan counpant en des droites qui
seront paralléles entre elles, qui auront toutes leurs traces horizontales
sur les différens points O de la droite HG, et dont les projections ver-
ticales seront aussi paralléles entre elles. Pour avoir ces projections, il
faut d’abord chercherla direction de 1'une d’elles, de celle , par exemple,
qui correspond au plan vertical mené par AA’. Pour cela, si 'on pro-
longe AA' jusqu’d ce qu’elle rencontre, d’une part, la trace du plan
coupant ¢n un point N, et, de Pautre , la droite LM en un point B, et
si ’'on projette le point B en & sur b, les deux points N et & seront
sur les deux plans de projection les traces de I'intersection du plan cou-
pant avec le pi:m vertical. Donc, si I'on projette le point N enzsur LL M,
et si 'on meéne la droite z4, on aura la projection verticale de cette
intersection, Donc, en projetant sur L. M tous les points O, dans lesquels
la trace GH est coupée par les projections des plans verticaux, ce qui
donnera une sunite de points o, et en menant par ces derniers les paral-
lélesd nb, oik, on aura les projections verticales des intersections du
plan coupant par la suite des plans verticaux. Donc enfin les points de
rencontre Z, k& de chaque droite oik avec les projections (e.s-',‘ F" des
scctions faites dans la surface c¢ylindrique par le plan vertical correspon-
dant, seront sur la projection verticale de l'intersection demandée; et
la courbe qui passera par tous les points 7, £, ainsi déterminés , sera cette
projection. Sil'on projette les points, &£, en J, K sur la projection OKE
du plan vertical correspondant, on aura la projection horizontale des
mémes points, et la courbe KJP, qui passera par tous les points
ainsi déterminés, sera la projection horizontale de lintersection.

66. Pour avoir les tangentes de ces deux projections aux points J, 7,
il faut se rappeler que ces tangentes sont les projections de la tangente
4 lintersection. Or cette derni¢re tangente , étant en méme temps dans
le plan coupant et dans le plan tangent a la surface cylindriqne , doit
avoir sa trace horizontale dans l'intersection des traces horizontales de
ces deux plans : de plus, la trace du plan tangent est la tangente en F
a 'la courbe CEDF. Donc, si Ton méne cette tangente, et si aprés
l'avoir prolongée jusqu’a ce qu'elle rencontre la trace du plan coupant
en un point G, on méne la droite GJ, cette droite touchera au point J
la projection horizontale de lintersection. Enfin, projetant le point G

sur
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ur LM en g, et menant la droite gZ, on aura la tangente en ; de
la projection verticale de la méme courbe.

67. §'il faut construire la courbe de Pintersection, telle qu’elle existe
dans son pl:m , O concevra que le ]:ILlI[ coupant tourne autour de sa
trace horizontale H G, comme charniére, pour s'appliquer sur le plan
horizontal. Dans ce mouyvement, chacun des points de la section, celui,
par exemple, qui est projeté en J, déerira un arc de cercle dont le
plan sera vertical, perpentliculaire & 2 G, et dont on aura la projection
indéfinie, en menant par le point J une droite RJ § perpendiculaire
A H G : donc, lorsque le plan sera abattu, le point de la section tom-
bera quelque part sur un point de cette droite. Reste & trouver la
distance de ce point & la charniére : or la }lj‘f_)jE;LftiiJJI horizontale de
cette distance est J R, et la différence des hautenrs de ses extrémités
est la verticale /s. Si 'on porte JR sur LM de s en r, ’hypoténuse rZ
sera cette distance. Dong, portant 77 sur RJ de Ren S, le point S
sera un des points de Uintersection considérée dans son plan abattu
sur le plan horizontal ; et la courbe ST U V, menée par tous les points S
semblablement construits , sera cette intersection elle-méme.

68. Pour avoir la tangente de cette courbe au point S, il suffit ’ob-
cesse pas de passer par le point G de la charniére « donc, si I'on méne
la droite S G, on aura la tangente demandée.

server (ue, pendant le mouvement du plan coupant, la tangente ne

69. Deuxiéme question. Construire l'intersection dune surface co-
nique & base quelconque donnée, par un plan donné de position?

Solution. Nous supposerons, ce qui est toujours possible, que le plan
vertical de projection soit placé perpendiculairement an plan coupant.
Soient A et @' (fig. 29) les projections du sommet du cone oun du
céentre de la surface conique, BCDE la trace de cette surface sur le
plan horizontal, f & la projection verticale du plan coupant, et G f'sa
trace horizontale. On imaginera par le sommet du cone une suite de
plans perpendiculaires au plan vertical de projection : les projections.
verticales de ces plans seront les droites @ ¢ menégs par la projection,
K
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du sommet ; et leurs traces horizontales seront les droites ¢ C perpen-
diculaires & L. M, qui couperont la trace de la surface conique quelque
part en des points C, C'.... Ces plans couperont la surface en des droites
dont les projections verticales seront les droites @’ ¢...., et dont on aura
les projections horizontales en menauntau point A les droites CA, C'A....
les mémes plans couperont aussi le plan coupant dans des droites qui
seront perpendiculaires au plan vertical. Les projections de ces droites
seront les points %... de rencontre de /g avecles droitesa’c..., eton aura
leurs projections horizontales en abaissant des points % .... sur L M les per-
pendiculaires indéfinies £ H.... Cela fait, les droites /4 H.... couperont les
droites correspondantes CA, C' A..., en des points H, H'.... qui serontles

projections horizontales dautant de points de lmLmseumn demandée
et'la courbe PHQMH' qui passera par tous les points construits de cctle

maniére , sera la projection de l'intersection.

70. Pour mener & cette courbe une tangente par un point H pris &
volonté sur elle, il suffit de chercher sur le plan horizontal la trace de
la tangente de Pintersection dans le point qui correspond au point I1.
Or cette trace doit étre sur celle du plan coupant, et par conséquent
sur G f; elle doit &tre aussi sur celle du plan qui touche la surface
conigque dans la droite, dont la projection est A : de plus, sil'on pro-
longe AH jusqu'i ce qu'elle rencontre la courbe B CDE quelque part
la tangente CF'de cette courbe au point C sera la trace

en un point C,
tangent. Donc le point F de rencontre des deux

horizontale du plan
ol L0 b - . y ~ - 4
traces /G, CF, sera sur la tangente au point H de la courbe PHQII'.

71. 8l est nécessaire de construire Pintersection considérée dans son

plan , on pourra indéfiniment concevoir , ou que le plan coupant tourne

autour de G fcomme charniére , pour s'abatire sur le l:hn horizontal ,

et construire la courbe dans la pesition qu'elle aura prise alors, ou

qu’il tourne autour de sa projection verticale fg pour s'appliquer sur

le plan vertical ; c’est cette derniére hypothése que nous allons suivre.

Toutes les horizontales dans lesquelles la suite des plans menés par

le sommet, a coupé le plan coupant, et qui sont perpendiculaires

4 fz, ne changent pas de grandeur dans le mouvement du plan cou-

pant, et ne cessent pas d’éire perpendiculaires a /g : donc, 81 par tous

=

P
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Ies points /i on méne & [ g des perpen;limﬂ;drcs indéfinies, et 81 'on
porte sur elles les horizontales correspondantes KH, KH', de £ en N
et en N', les points N et N’ seront des points de la section ; et la
courbe R N'SN', menée par tous les points ainsi construits, sera l'in-

tersection considérée dans son plan.-

z2. D’aprés tout ce qui précéde, il est évident que, pour mener &4
cette courbe une tangente en un point N, pris arbitrairement sur elle,
il faut du point N abaisser sur fg la perpendiculaire N /i, mener la
droite @'k jusqu’a ce qu'elle rencontre L M en un point ¢, projeter
ce dernier point en C sur la courbe BCDE, mener a cette courbe la
tangente en C, qui coupera la trace G f quelque pért en un point F,
et porter I f perpendiculairement A fg de fen O. La droite ON sera
la tangente demandde.

Quant A la maniére de construire le développement de la surface
conique a base quelconque, et de tracer sur ce développement l'effet
de l’intersection par lc/p!:m coupant , nous exposerons incessamment,
aprés avoir parlé de Pintersection de la surface conique par celle d'une
sphére qui auroit son centre au semmet.

73. Troisiéme gquestion. Construire Pintersection de deux surfaces
coniques & bases circulaires, et dont les axes sont parallcles entre eux?

Solution. Nous ne répéterons pas ici sur la figure 26 toit ce que
fious ayons dit en exposant la méthode générale & laquelle cette figure
servoit de type ; nous observerons seulement que, dans le cas dont il
gagit ici, de méme que dans celui de deux surfaces quelconques de
révolution , les sections faites dans les deux surfaces par les plans ho-
rizontaux sont des cercles: mais nous entrerons dans qnclr]:u:s détails
par rapport aux tangentes, dont nous n’avons pas eu occasion de parler.

74. Pour trouver la tangente au point D ( fig. 26) de la projection
horizontale de Pintersection, nous nous rappellerons qu’elle est la pro-
jection de la tangente de Iintersection des deux surfaces, eau point qui
correspond & D, et qu'il suffit, pour la déterminer, de trouver le point S
qni est, sur le plan horizontal , la trace de la tangente de l'intersection.

: K 2
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Or cette derniére tangente est dans les deux plans qui touchent les
surfaces coniques dans le point de Iintersection ; done, si Pon tronve
les traces horizontales R 7, Q ¢, de ces deux plans tangens , elles détere

wineront par leur rencontre le point S. Mais le plan tangent A la pre- |

micre surface la touche dans une droite qui passe par le sommnet , et ) |
dont on aura la projection horizontale en menant la droite indéfinie AD. ' i
De plus, si,’on prolonge AD jusqu’a ce qu’elle rencontre en un poing Q E

la trace circulaire horizontale TQ UV de la surface, le point Q sera
un point de la ligne de contact de la surface et du plan ; par conséquent |
la trace horizontale du plan sera tangente en Q au cercle T QW V.

== S

soit donc menée cette tangente Q g. Pareillement, si I’on prolonge le

et

rayon BD jusqu’d®e qu'il rencontre en R la trace horizontale circu-
laire RX Y Z de la seconde surface , et si 'on méne & ce cercle la
tangente en R, cette droite R 7 sera la trace horizontale du plan tan-
gent a la seconde surface. Donc, si par le point S d’intersection des
deux tangentes Qg, R r, on méne la droite SD, on anra la tangente
au point D de la projection horizontale de lintersection.

Quant 4 la tangente au point correspondantd de la projection ver-
ticale, il est clair qu’on l'obtiendra en projetant le point Sen s, et en
menant ensuite la droite s &, qui sera cette tangente, i

75. Il peut arriver qu'il soit nécessaire de construire sur le déve-
loppement de l'une des surfaces coniques, peut -étre méme sur celui |
de chacine d’elles, I'effet de lenr mutuelle intersection ; ce qui seroit
nécessaire , par exemple, il falloit exécuter-les cOnes avec des subs-
tances flexibles, telles que des feuilles de métal : dans ce cas, on opérera
pour chaque cbne, comme nous allons Uindiquer pour le premier.

Nous observerons d'abord que, lorsqu'une surface conique se déve-
loppe pour devenir plane, les lignes droites qui sont sur cette surface
ne changent ni de forme, ni de grandeur, parce que chacune d’elles

est successivement la charniére auntour de laquelle s'opere le déve- .
loppement : ainsi tous les points de la surface restent toujours a la & |
méme distance du sommet. De plus, lorsque, comme dans ce cas, la {
surface conique est droite et circulaire, tous les points: de la trace
horizontale circulaire sont A égales distances du sommet ; ils doivent
donc encore étre A égale distance du sommet sur le développement, et
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arc de cercle dont le rayon est égal a la dis-

par conséquent sur un
t A la trace-circulaire. Donc, si aprés avoir.

t: ce constante du somme
pris arbitrairement un point pour représenter le sommet sur le Qéve-

e ~ 5 1 » T -y e . £y ,‘:_‘_
nt, on décrit de ce pont, COMINE centre , et d'un rayon Li_‘JLLl

loppeme
cle indéfini , cet arc sera aussi indéfiniment le

3 e C, un arc de cer
développement de la tr
dn point T de la trace par Iaqucllc on veut commencer le dévelop-
orte Parc de cercle T Q sur arc qu'on vient de déerire,
ra la position du point Q sur le déyeloppement; et la
droite indéfinie , menée par ce point au centre du développement, sera
la position qu’occupera la droite de la surface qui est projetée en A Q,
o devra se trouver le point D, & de la section rapportce.
de trouver sa distance

ace horizontale de la surface. Puis, si, & partir

I}E’lnt"i‘.t, onp
on détermine

et sur laquell
Pour construire ce point, il ne sagira plus que
et la porter sur la droite indéfinie, & partir du centre dun

au sommet,
Pour cela, par le point & dans la projection verticale ,

développement.

on menera I'horizontale & & jusqu’a ce qu’elle coupe le coté @ C du cone

en un point £ ; et la droite @ & sera cette distance. En construisant de
méme successivement tous les autres_points de Pintersection , et faisant
passer par tous ces points une courbe, on aura Pintersection des deux
surfaces rapportée sur le développement de la premiére : on opérera de

méme pour la seconde suriace.

76. Quatriéme question. Construire intersection de deux surfaces

coniques & bases quelconques?

Solution. Soient A, a (fig. 30), les projections du sommet de la
premiére surface ; CGDG sa trace donnée sur le plan horizontal;
B, b, les projections du sommiet de la seconde; et EHF H', sa’ trace
sur le plan horizontal. On conceyra par les deux sommets une droite,
dont on aura les projections en menant les droites indéfinies AB, ad,
et dont on construira facilement la trace I sur le plan horizontal. Par
cette droite on concevra une série de plans"qui couperont chacun les
deux surfaces coniques dans le systéme de plusieurs lignes droites ; et
celles de ces lignes droites (ui seront dans le méme plan, détermineront
par leurs rencontres autant de points de I'intersection des deux surfaces.
Les traces horizontales de tous les plans de cctte série passeront néccs-
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sairement par le point I; et, parce que la position de ces plans est
d’ailleurs arbitraire, on pourra donc se donner arbitrairement leurs
traces en menant par le [mint I tant de droites IK qu’on voudra, par
chacune desquelles on fera l'opération que nous allons décrire pour
une seule d’entre elles.

La trace K1 de chacun des plans de la séric coupera la trace hori-
zontale de la premiére surface conique en des points G, G/, qui seront
aussi les traces horizontales des lignes droites, suivant lesquelles le plan
coupe la surface conique : ainsi AG, A G’, seront les projections hori-
zontales indélinies de ces droites, et on aura leurs projections verticales
en projetant G, G’ en 2, 25 et en menant les droites indéfinies ag, ag'.
Pareillement la trace KI du méme plan de la série coupera la trace
horizontale de la seconde surface conique dans des points H, H', par
lesquels si 'on méne indéfiniment BH, BH', on aura les projections
horizontales des droites, sunivant lesquelles le méme plan de la série
coupe la seconde surface ; et 'on aura leurs projections verticales en
projetant H, H' en %, %, et en menant les droites indéfinies bh, bk,

Cela fait, pour le méme plan dont la trace est K1, on aura sur la
projection horizontale uh certain nombre de droites AG, AG/, BH, BH';
et les points P, Q, R, S, ol celles qui appartiennent & 'une des surfaces
rencontreront celles qui appartiennent & I'autre, seront les projections
horizontales d’autant de points de lintersection des dewx surfaces.
Ainsi, en opérant successivement de la méme maniére pour d’autres
lignes K1, on trouvera de nouvelles suites de points P Q R S ; et fai-
sant ensuite passer par tous les points P une premiére branche de courbe,
par tous les points Q une seconde, par tous les points R une troisiéme, etc.,
on aura la projection horizontale de I'intersection demandée.

Pareillement, pour le méme plan dont la trace est KI, on aura sur
la projection verticale un certain nombre de droites’a g, ag’, bk, b1,
dont les points de rencontre seront les projections verticales d’autant de
points de Vintersection.

Il fant observer ici qu’il n’est pas nécessaire de construire les deux
projections indépendamment P'une de l'autre, et qu'un point de I'une
étant construit, on peut le projeter dans I'autre projection sur 'une des
droites qui doit le contenir; ce qui fournit les moyens de vérifier les
opérations, et d’éviter dans certains cas les intersections de droites qui

se couperoient sous des angles trop obliques.

e
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n7. Pour trouver les tangentes ala pru]cctiun horizontale , celle,
par exemple, qui Ja touche au point P, il faut construire la trace hori-
zontale T de la tangente de I'intersection au point qui correspond & P.
Or cette tangente est I'intersection des deux plans qui tonchent les sur-
faces coniques dans ce point: sa trace sera donc dawns la rencontre des
traces horizontales de ces deux plans tangens. De plus, A G' P est la
projection de la droite de contact du plan qui touche la premicre sur-
face; ainsi la trace de ce premier plan sera la tangente de la courbe CGDG’
au point G’ : soit G'T V cette tangente. Pareillement B H' P est la pro-
jection horizontale de la droite de contact du plan qui touche la seconde
surface ; ainsi la trace horizontale de second plan tangent sera la tan-
gente au point H' de la courbe EHFH’: soit II'TU cette tangente.
Les deux tangentes G'V,, H' U, se couperont donc en un point T, par
lequel si 'on méne la droite TP, on aura la tangente au point P
dL‘Iil-'lndL:Co .

En raisonnant de méme pour les autres points Q, R, S, on trouvera ,
1°. que la tangente en Q doit passer par le point de rencontre des tan-
gentes en G eten H; {__3_0.-:‘.1119 la tangente en R doit passer par la ren-
contre des tangentes en H et en G ; 3°. que la tangente en S doit passer
par la rencontre des tangentes en G et en H'.

Quant aux tangentes de la projection verticale, elles n’ont aucune
difficulté , lorsque celles de la projection horizontale sont déterminées;
car en projetant les traces horizontales des tangentes de lintersection ,
on a les points par lesquels elles doivent passer.

78. Cinguiéme question. Construire I'intersection d’une surface co-
nique & base quelconque, et de celle d’une sphére?

Nous supposerons ici que les deux surfaces sont L‘011-::{_’Iil'1‘i(jlres, c'est-
A-dire que le sommet du cine est placé au centre de la sphére, parce
que nous aurons besoin de ce cas particulier pour la question suivante.

Solution. Soient A, a( fig. 31), les projections du centre commun
des deux surfaces, BCDE la trace horizontale donnée de la surface
conique, a m le rayon de la sphére, ct le cercle /g’ /" m la projection
verticale de la sphére. On conceyra par le centre commun des deux
surfaces une série de plans, quel'on pourra de plus supposer tous per-




- sphére dans la circonférence d’un de ses

«le la verticale éleveae par le point A, et projetée
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pendiculaires & P'un des deux plans de projections. Dans la
nous ](‘S avons SHI]]“H).’-.L;S '\-'(‘I'liﬂﬁll.\'.

Jreure 31 -

plans coupera la

Chacun de ces
surface conique dans un systéme e lignes droites, et la surface de la
grands cercles 3 et pour chaque
plan les rencontres de ces droites

avec la circonférence du cercle
détermineront des points de I'ir

itersection demanddée
par le point A tant de droites indéfinies CA E qu’on voudra, qui seront
les projections horizontales d’autant de plans verticaux de la série, et
en méme temps celles des lignes suivant lesquelles ces plans coupent
Jes deux surfaces. Chaque droite CAE coupera la trace horizontale BCDE
de la surface conique en des points C, E,

zontales des sections faites dans cett

: solent done mendeg

qui seront les traces hori-
e surface par le plan correspondant ;
et si, aprés avoir projeté les points C, E sur LM en ¢,

e, on meéne
les droites a ¢, a2 e, on aura les projections vertica

les des mémes sections.
1l s’agit actucllement de trouver les rencontres de ces

sections avec celles
de la sphére par le méme plan.

Pour cela, aprés ayvoir mend par le point A la droite GAF paralléle

A LM, on concevra que le plan vertical mené par CE tourne autour
en @' a, comme char-

niére , jusqu’a ce qu’il devienne paralléle au plan vertical de projection ,
ui les sections qu’il a faites dans les deux
surfaces. Dans ce mouyement, les points C, E
point A, comme centre , des arcs de cercle CG 3

et de ]llus qu'il entraine avec 1

décriront autour du
EF, et viendront s'ap-
pliquer en G, F; et si 'on projette ces derniers points sur LM en b
les droites ag, af, seront les projections verticales des sectior
dans la surface ¢onique, considérées dans la nouvelle position qu’elles
ont prise en vertun du mouvement du plan. TLa section [faite dans la
surface de la sphére, considérée de méme dans la nouvelle position ,
aura pour projection verticale la circonférence Lg' f'm. Dong les points
de rencontre g, [ de cette circonférence avec les droites ag, af serons
les projections de points de Dintersection demandée, considérés aussi
dans la nouvelle position du plan.

1s faites

Actuellement, pour avoir les projections des mémes points considérds,
dans leur position naturelle , il faut supposer que le plan vertical de la
série retourne dans sa position primitive. Dans ce mouvement, tous ses
peints, et par conséquent cenx de lintersection quwil contient, décri-

TOont

o U e gl




e

¢ctOMETRIE DESBCRIYPTIYE a8,
ront des arcs de cercles horizontaux antour de la verticale élevée par
le point A comme axe, et dont les prejections verticales seront des
droites horizontales. Donc, si par les points /7, gy on méne les horizon-
tales /' %, g'i, elles contiendront les projections verticales des points
de lintersection : mais ces projections doiyent aussi se trouver sar les
droites respectives @c, ae ; donc elles seront aux points de rencontre z, /
de ces dernidres droites avec leshorizontales gz, f* £. Ainsila courbe k2 ni,
menée par tous les points construits de la m&me maniére pour toute
autre droite que CE, sera la projection verticale de I'intersection de-
mandée.
Si ’on projette les points Z, i, sur CE en J, I, on aura les projections

“horizontales des mémes points de l'intersection ; et la courtbe KHNJ

menée par tous les points J, I, construits de la méme maniére pour
toute antre droite que CE, sera la projection horizontale de l'inter-
scction.

79. Pour trouver la tangente au point J de la projection Lorizon-
tale , il faut construire la trace horizontale P de la tangente au point
correspondant de Pintersection. Cette trace doit se trouver & la ren-
contre des traces des plans tangens aux deux surfaces au point de
Vintersection qui correspond au point J. Or il est évident que, si par
le point C on méne & la courbe B CD E la tangente CP, on aura la
trace du plan tangent & la surface conique. Quant & celle du plan
tangent A la surface de la sphére, on opérera comme nous avons vu
pour les surfaces de révolution, c'est-a-dire en menant par le point o
aun cercle [/ g - 1.: tangente g’ o p1 olongée jisqu’a la droite LMen o,
en portant ensuite ¢ o sur CE de A en O,.ct menant par le point O
la droite O P perpendiculaire & CE. Donc les deux traces CP, O P, se
couperont en un point P, par lequel si 'on méne I droite J P, on
aura la tangente au point J.

Enfin il est évident que l'on aura la tangente au point i de la pro-
jection verticale de l'intersection, en projetant le point P sur L M en p,
¢t menant ensuite la droite Z p, qui sera la tangente demandée.

O L\t ¥ .l B 4 v - ¥ - -
8o. Si la sphére et la surface conique n'étolent pas concentriques,
il faudroit concevoir par leurs deux centres une ligne droite, et choisir

4 L
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la série de lalams; coupans qui passeroit ]nu' cette droite. Chacun de ces
plans couperoit la surface conique dans des droites, et celle de la sphére
dans un de ses grands cercles, comme dans le cas précédent ; ce qui
donne également une construction simple : mais alors il seroit avan-
tageux de placer le plan vertical de projection pz.u':li:fﬁluni{-nt a la droite
menée par les deux centres, afin que, dans le mouvement que l'on fait
faire & chaque plan coupant pour le rendre paralléle au plan vertical
de projection, les deux centres soient immobiles, et ne changent pas
de projections ; ce qui simplifie les constructions.

81. Sixieme question. Construire le développement d’une surfuce
conique i base quelconque, et rapporter sur cette surface ainsi déve-
loppée une section dont on a les deux projections f

Solution. On concevra la surface d'une sphére d'un rayon pris a
volonté, et dont le centre scit placé au sommet du cdue, et on cons-
truira, comme nous l'avons fait dans la question précédente, les pro-
jections de I'intersection de ces deux surfaces. Cela fait, il est évident
que tous les points de I'intersection sphérique étant & la méme distance
du sommet , ils doivent aussi sur la surface développée se trouver a la
méme distance du sommet, et par l‘nﬂé.t?fpl:'*.]t sur un arc de cercle
décrit du sommet comme centre, et avec un rayon égal a celui de la
sphére. Ainsi, en supposant que le point R (/ig. 33) soit le sommet
de la ‘surface da.{*[omju , si de ce point comme centre, et d’un rayon
égal & am (fig. 31), on décrit un arc de cercle indéfini STU , ce sera
sur cet arc que tous lé§ points de l'intersection sphérique viendront
R"?l‘rf!iii{‘lf—l‘ de maniére que les parties de cet arc seront :'c-'p”c*ivcr:m:t
égales aux parties correspondantes de l'intersection sphérique. Il s’agit
dmu: fl(:l'm:il:.-nwﬂi, r11>|'t_~.i avoir pz'lb & volonté sar cette intersection umn
point pour origine p:u' exemple, celui qui est projeté en N, z (fig. 31),
etunp oint S (ﬁ T ] ponr son C(}i';'t's_[ru;:danl' sur la surface hf‘\tlfr] P ee,
de développer les dr férens arcs de l'intersection sphérique , et de les
porter successivement sur l'arc de cercle STU de S en des points T.
Pour cela, la courbe sphérique étant & double courbure, il fant lui faire
perdre successivement ses deux courbures, sans altérer sa grandeur, de

3

la maniére suivante ;

S

e

e

1
|
)




G I: OMETRTIHZE NniBASC m T PR Y R tﬂi
L'intersection’ sphérique étant projetée sur le plan hor izontal en NJKI1
' ( fig.31), on peut la regarder comme tracée sur la surface d’un cylindre
vertical , dont la base seroit NJKH : on pourra donc développer cette
: surface , comme nous l'avons indiqué ( fig. 27), et rapporter sur cetie sur-
| face cylindrigue développée Pintersection spherique, en développant
Parc N J (fig. 31)en N'J’ (fig. 32), et en portant la verticale ' i ( fig. 31)
perpendiculairemgnt a N'N' (fig. 32) de J' en J”. La courbe N“J'K" N7,
i qui passera par tous les points J ainsi déterminds, sera lintersection
sphérique privée de sa courbure horizontale , sans avoir change de lon-
gueur. On aura la tangente au Emiut J” de cette courhe , en prenant JP
(flg. 31), et la portant sur N’ N’ (fig. 32) de J' en P, et menant la
droite J* P'. ;
Actuellement on développera la courbe N”JK/’H’N" pour la replier
sur I'arc STU (fig. 33): par exemple, on portera 'arc N"J" de Sen'T,
" et le point T sera, sur la surface conique développée, le point ol s’ap-
plique celui de I'intersection -sphérique , dont les projections sont J, &
(fig- 31). Donc, si Ton méne la droite RT, on aura sur le dévelops
pement de la surface, la génératrice dont la projection horizontale est’AC
(fig- 31): enfin, sil se trouve sur cette génératrice un point qu'il faille
rapporter sur la surface développée, il ne sagira plus que de prendre
(fig- 31) la distance de ce point au sommet de la surface cenique, et
de la porter ( fig.33) sur R'T de R en V ; et le point V sera sur la surface
développée celui que l'on considére.

1

8a. Septifme question. Construice l'intersection de deux surfaces cy-

lindriques & bases quelconques?

Solution. Lorsque, dans la recherche qui donne lien a la question
dont il s’agit, on n’a pas d’autres intersections & considérer que celle
des deux surfaces cylindriques, et sur-tout quand ces surfuces sont i
bases circulaires, il est avantageux de choisir les plans de projections,
de maniére que 'un d’entre eux soit paralléle aux génératrices des deux
cylindres : par 1 Dintersecrion se construit sans employer d’autres
courbes que celles'qui sont données. Mais, lorsque I'on dotit considérer
en méme temps les intersections de ces surfaces avec d’autres, iln’ya
plus.d’avantage & changer de plans de projections ; et méme il est plus

L a
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facile de se représenter les objets en les rapportant tous aux mémeg
plans. Nous allons donc supposer les génératrices des deux surfaces,
placées d’une maniére <|ur-.'~In:01.‘.qut:, par rapport aux plans de projections.
Soient donc TFF'U, XGG' V, les traces horizontales données des denx
surfaces cylindriques ; AB, ab, les projections données de la droite &
laquelle la génératrice de la premiere doit &tre paralléle ; CD, ed, celles
de la droite 4 laquelle doit &tre paralléle la génératrice de la seconde.
On concevra une série de plans para]iu}les aux deux génératrices. Ces
plans couperont les deux surfaces dans des ]ignos droites ; et les ren-
contres des sections faites dans la premiére surface, par les sections
faitesdans la seconde, détermineront les pointsde I'intersection deman dée.
Ainsi, aprés avoir construit, comme dans la figure'as | la trace hori-
zontale A E d’un plan mené par la premiére droite donnée parallélement
a la seconde, on menera a cette trace tant de droites paralléles FG' qu’on
voudra , et 'on regardera ces paralléles comme les troces des plans de
la série. Chaque droite F G’ coupera la trace de la premiére surface
en des points F, F', et celle de la seconde en d’autres points G, G/,
par lesquels’ on menera aux projections des génératrices respectives
les paralléles FH, FH .v. .0 .. 6], G J'; et les points de rencontre
P,Q, R, S de ces droites, seront les projections horizontales d’au-
tant de peints de intersection des deux surfaces. En opérant de méme
pour la suite des droites FG', on trouvera une suite de systémes de
points P, Q, R, S, etla courbe qui passera par tous les points trouvés
de la méme maniére , sera la projcction horizontale de I'intersection.
Pour avoir la projection verticale, on projetera sur LM les points
BIRE e GG el & +++e.y et, par ces der-
niers points, on menera anx projections des génératrices respectives
les paralleles /2, F/ A ....

termineront les projections verticales Psqs 7, s des points de inter-

gt , g ¢ ....qui, par leurs rencontres , dé-

section. En opérant de méme pour toutes les autres droites FG , on

aura de nouveanx points Ps G, r,s; etla courbe (ui passera par

tous ces points, sera la projection verticale de 'intersection.

Pour avoir les tangentes de ces courbes aux points P et P> On cons-
truira la trace horizontale F' Y du plan tangent en’ce point & la pre-
miére surface cylindrique ; puis la trace G'Y du plan tapgent en ce
méme point 4 la seconde; et la droite mence du peint P au point Y
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de rencontre de ces traces, sera la tangente en P. Enfin, ﬂrnjehmt Y
sur LM en y , et menant la droite py, on aura la tangente au

luuintlp dz la In'oj:_;ction verticale.

83. Huitiéme question. Construire Pintersection de deux surfaces

de révolution , dont les axes sont dans un méme plan?

Solution. On disposera les plans de projections, de maniére que 'un
d’entre eux soit perpendiculaire a laxe d'une des susfaces , et que l'autre
soit paralléle aux denx axes. D’aprés cela , soient A (/g 35) la projection
horizontale de I'axe de la premiére surface , @@’ sa projection verticale ,
et ¢ d e la génératrice donnée de cette surface. Suit A B,paralléle a LM,
la projection horizontale de I'axe de la seconde surface, a'é sa projection
verticale, de maniére que A et @’ soient les projections du point de ren-
contre des deux axes; et soit fg /% la génératrice donnée de cette se-
conde surface. On concevra une série de surfaces sphériques , dont le
centre commun soit placé au point de concours des deux axes. -Pour
chacune des surfaces de cette série , on construira la projection iknopgq
du grand cercle paralleéle au plan vertical de projection ; et ces pro-
jections , qui seront Jdes arcs de cercle décrits du point a comme centre ,
et avec des rayons arbitraires, couperont les deux génératrices en des
points &k, p.

Cela posé , chaque surface sphérique coupera la premiére surface dans
la circonférence d’un cercle, dont le plan sera perpendiculaire & 'axea &',
et dont on aura la préjection verticale en menant I’horizontale £ o ,
et dont on aura la projection horizontale en décrivant du point A
comme centre , et d’un diamétre égal & £ o, la circonférence de cercle
KROR'. De méme chaque surface sphérique de la série coupera la
seconde surface de révolution dans la circonférence d’un cercle dont
le plan sera perpendiculaire au plan vertical de projection , et dont
on aura la projection verticale en menant par le point p une droite pn
perpendiculaire & &'6.

Si le point 7, dans lequel se coupent les deux droites ko, pn, est
plus pres de deux axes r(fper'.?.{?; gue n’'en sont les points ks, ps il est évi-
dent que les deux circonférences de cercles se couperont en deux points,

dont le point 7sera la projection verticale commune 3 et la courbe menée
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par tous ]cs"poinl:; r construits de la méme maniére sera la projection verti-
cale de 'intersection des denx surfaces. Projetant le peint r sur la ¢ircon-
férence du cercle KRO R en R et R/, on aura les projections horizon-
tales des deunx points de rencontre {}f.‘.‘; circonférences de cercles (ui se
trouvent sur la méme sphére ; et la courbe menée par tous les points
R, R’ construits de la méme maniére, sera la projection horizentale
de l'intersection demandde.

Ces exemples doivent sutfire pour faire conncitre la maniére dont il
faut employer la méthode de constrnire les intersections des surfaces
et de leur mener des tangentes, sur-tout si les éléves sappliquent &
construire avec la plus grande exactitude , §'ils emploient de grandes
dimensions, et si, autant qu’il sera possible, ils tracent les courbes
dans toute leur étendue.

84. Dans tout ce qui précéde, nous avons regardé les courbes A
double courbure comme déterminées chacune par deux surfaces courbes
dont elle est 'intérsection , et ¢’est, en effet, le point de vue sous lequel
elles se ]ﬂ(.“:t‘!llult le }ml;, UIduldliGnlLQt!l 11.111~, la "cm 16trie deseri llnll\(‘
Dans ce cas , nous avons vu qu'il est toujours I)l)Sb!lJlL de leur mener
des tangentes. Mais de méme qu’'une surface courbe peut étre définie
au moyen de la forme et du mouvement de sa geér umluu’: il peut
arriver aussi qu'une courbe soit donnée par la loi du mouvement d’un
point générateur ; et alors , pour lui mener une tangente, sil'on ne
veut pas ayoir recours a 'analyse, on peut employer la méthode de
toberval. Cette méthode, qu'il inventa avant que Descartes efit appli-
qué la géométrie a I'algébre, est implicitement comprise dans les pro-
cédés du calcul différentiel , et cest pour cela que les élémens de
mathématiques n'en font pas men tion ;3 mous nouns contenterons ici de
Pexposer d’'une maniére sommaire. Ceux r1111 desireront en voir des
applications nombreuses , ]lt)lll'!‘ﬁi‘t consulter les Mémoires de I’ Acadeé-
mie des sciences , antérieurs 4 1699, dans Aqun-- s les ouyrages de

Roberval ont été recueillis.

85. I,cal‘sque y d'ﬂ]n'ﬂ's la loi de son mouvement, un :-.';Znt générateur
est perpétuellement poussé vers un méme point de Pespace, la ligne

qu'il parcourt en vertu de cette loi, est droite : mais si, dans chaque
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instant de son mouvement, il est en méme temps poussé vers deux
points, la ligne gu'il parcourt, et (ui, dans quelques cas particuliers,
peut encore 8tre une droite, est en général une ligne courbe. On aura
la taneente 4 cette courbe en mepant par le point de la courbe deux
droites, suivant les deux directions 8ifférentes du mouvement du point
générateur ; en portant sur ces directions, et dans le sens convenable,
des parties proportionn lles aux deux vitesses respectives de ce point;
en achevant le parallélogramme, et en menant la diagonale, qui sera
la tangente demandée : car cette diagonale sera dans la direction du
mouvement du point décrivant, an point de la courbe que 'on considére.

86. Nous ne citerons qu'un seul exemple.

Un fl AMB (fig.36) étant attachc par ses extrémités & deux points
fixes A, B, si, au moyen d'une plinte M, on tend ce fil, et si Pon fait
mouvyoir la pointe, de mauniére que le fil soit toujours tendu, la pointe
décrira une courbe DCM qui, comme on sait, est une ellipse dont les
points fixes A, B, sont les foyers. D’aprés la génération de cette courbe ,
il ‘est trés-facile de lui mener une tangente par la méthode de Roberyal,
En effet, puisque la longueur du fil ne change pas, dans chaque ins-
tant du mouvement le rayon A M s'alonge de la méme guantité «ont
le rayon BM se raccourcit. La vitesse du point décrivant dans la direc-
tion AM est donc égale a sa vitesse dans la direction M Q. Donc,
si I'on porte sur M B, et sur le prolongement de A M, des droites
éaales MQ, M P, et si 'on achéve le parallélogramme MPRQ, la dia-
gonale MR de ce parallclogramme sera la direction du point géné-
rateur en M , et par conséquent la tangente au méme point de la courbe.
On voit clairement {l‘a}ar&s.trula que dans Dellipse la tangente partage
en deux parties égales angle BM P formé par un des rayons vectenrs
et par le prolongement de Tautre, que les angles AMS et BMR sont
égaux entre eux , et que la courbe doit avoir la propriété de réfléchir
a un des foyers les rayons de lumiére émanes de l'autre.

Il est facile d’étendre la méthode de Roberval au cas des trois di-
mensions, et de 'appliquer & la construction des tangentes des courbes
a double courbure. En effet, si un point générateur se meut dans les-
pace, de maniére qu'a chaque instant de son mouvement il soit poussé
vers trois points différens,-la ligne quil parcourt, et qui dans r_]‘.{-_-h'lu-:s
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cas ]m:'i}uniim'q peut &tre plane et méme droite, est en genéral une
courbe & double courbure. On aura la tangente dP celte courbe en un
point quelconque, en menant par ce point des droites, suivant les
trois directions différentes des mouvemens du point générateur; en
portant sur ces droites, et dans Te sens convenable, des parties pro-
portionnelles aux trois vitesses respectives de ce point ; en achevant le
parallélipipéde, et en menant la diagonale du parallélipipéde, qui sera
la tangente de la courbe au point que Pon considére.

87. Nous allons appliquer cette méthode & un cas analogue_a celui
de Vellipse ; et la figure 37, que nous allons employer, représentera l'objet
en perspective, et non pas en projection.

Trois points fixes. A, B, C, étant dounés dans I'espace, soit un'premier
fil AMB attaché par ses deux extmmités aux points A et B; soit un
autre fil A M C, d’'une grandeur indépendante de celle du premier, et
qui soit attach¢ par ses extrémités aux deux prints A et C ; si un point
géncrateur, saisissant en méme temps les denx fils, se ment de maniére
que ces hls soient toujours tendus, il parcourra une courbe a double
courbure. Pour mener 4 cette courbe une tansente an point M, il
fautsremarquer que la longueur du premier fil A M B étant constante
dans chaque instant du mouvement, la quantité dont la partie A M
s'alonge, ést égale & celle dont la partie M B se raccourcit, et que la
vitesse du point générateur dans la direction A M est égale & sa yitesse
dans la direction M B. De méme la longueur du fii AMC étant cons-
tante, la vitesse du point générateur dans la direction M C est encore
égale a sa vitesse dans la direction A M. Done, si sur le prolongement de
A M, et sur les droites MB, MC, on porte les parties égales MP, MQ, MR,
et si I'on achéve le parallélipipéde MPUSVQRT, 'la diagonale M S
de ce parallélipipéde sera la tangente demandée.

C(}Itlrirt, la méthode de Rﬂl)t”.’ il est fondée sur le principe de la
composition-du mouvement, il est facile d’appercevoir que, dans les
cas moins simples que cenx que nous avons choisis pour exemples,
on peut s'aider des méthodes connues pour trouver la résultante de
forces qui sont dumf‘e&; vers un point, et dont on connoft les grandeurs

et les directions.

IV.
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I V.

Application de la méthode de construire les intersections des surfaces
courbes & la solution de diverses quesiions.

88. Nousavons donné (fig. 26 ) la méthode de construire les projections
de l'intersection de deux surfaces courbes définies de forme et de position ;
et nous l'avons fait d'une maniére abstraite, c’est-d-dire, sans mous
occuper de la nature des questions qui pourroient rendre nécessaires
de pareilles recherches. L’exposition de cette méthode , considérée d’une
maniére alstraite , seroit suffisante pour le plus grand nombre des arts ;
car, si l'on prend pour exemples I'art de la coupe des pierres et celui
de la charpenterie, les surfaces courbes que 'on y considére, et dont
on peut avoir besoin de construire les intersections, forment ordinai-
rement I’objet principal dont on s'occupe, et elles se présentent natu-
rellement. Mais la géométrie descriptive devant devenir un jour une des
parties principales de l'éducation nationale, parce que les méthodes
qu'elle donne sont aussi nécessaires aux artistes que le sont la lecture,
Pécriture et I'arithmétique , nous croyons qu’il est utile de faire voir par
quelques exemples comment elle peut suppléer I'analyse pour la solu-
tion d'un grand nombre de questions, qui, au premier appercu, ne
paroissent pas de nature & devoir &tre traitées de cette maniére. Nous
commencerons d’abord par des exemples qui n’exigent que les intersec-

tions de plans ; nous passerons ensuite & ceux pour lesquels les inter-

sections de surfaces courbes sont nécessaires.

89. La premiére question qui frappe d’une maniére remarquable cenx
qui apprennent les élémens de géométrie ordinaire, est la recherche du
centre du cercle dont la circonférence passe par trois points placés
arbitrairement sur un plan. La détermination de ce centre par linter-
section de deux lignes droites, sur chacune desquelles il doit se tronver
nécessairement, frappe les éléves, et par sa généralité , et parce qu'elle
donne un moyen d’exécution. 8i toute la géométrie étoit traitée de cette
maniére, ce qui est possible, elle conviendroit & un plus grand nombre
d’esprits ; elle seroit cultivée et pratiquée par un plus grand nombre

M
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d’bommes ; I'instruction moyenne de la nation seroit 11[1[5 avancee y et
la science elle-méme scroit poussée plus loin. Il existe dans les trois
dimensions une question analogue i celle que nous venons de citer, et
c’est par elle que nous allons commencer.

go. Premiére question. Trouver le centre etlerayon d’une sphére dont
la surface passe par quatre points donnés asbitrairement dans Iespace ?

Solution. Les quatre points étant donnds par leurs projections horizen-
tales et verticales, on conceyra par 'un d’eux des droites menées a
chacun des trois autres; et I'on tracera les projections horizontales et
verticales de ces trois droites. Puis, considérant la premiére de ces droites,
il est évident que le centre demandé devant étre & égales distances de
ses deux extrémités, il doit se trouver sur le plan perpendiculaire a
cette droite , et mené par son milieu. Si donc on divise en parties égales
les projections de la droite, ce qui donnera Jes projections de son mi-
lieu, et si ’on construit les traces du plan mené par le point perpendi-
culairement 4 la droite , ce que nous savons faire , on aura les traces d’un
plan sur lequel le centre demandé doit se tronver. Considérant ensuite
les deux autres droites, et faisant successivement pour chacune d’elles
la méme opération , on aura les traces des trois plans différens, sur cha-
cun desquels doit se trouver le centre demandé. Or, tant que le centre
doit &tre sur le premier de ces plans et sur le second, il doit étre sur
la droite de lenr intersection ; donc, si 'on construit les projections de
cette intersection, on aura sur chaque plan de projection uné droite
qui contiendra la projection du centre. Par la méme raison, si l'on
construit les projections de I'intersection du premier plan et du troisiénie,
on aura encore sur chaque plan de projection une autre droite qui con-
tiendra la projection du centre. Donc sur chaque plan de projection on
aura deux droites, qui, parleur intersection , détermineront la projection
demandée du centre de la spheére.

Si 'on employoit l'intersection du second plan et du troisiéme, on
auroit une troisiéme droite qui passeroit par le centre, et dont les pro-
jections passeroient encore par les projections demandées, ce qui fournit
un moyen de vérification.

Quant au rayon, il est évident que si par la projection du centre ct
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par eelle d'un des points donnés on mene une droite, elle sera sa pro-

_jection 3 on pourra donc avoir la projection horizontale et la projection

verticale du rayon, et par conséquent sa grandeur.

91. Si I'on est libre de choisir la position des plans de projections,
la méthode précédente peut étre considérablement simplifiée. En effet ,
supposons que celui de ces plans que nous regardons comme horizontal
(fig. 38), passe par trois points donnés ; de maniére que des projections
données A, B, C, D des quatre points, les trois premiéres se con-
fondent avec leurs points respectifs ; puis, aprés avoir mené les trois
droites AB, AC, AD, supposons que le plan vertical soit paralléle
ad AD, cest-a-dire que les droites LM et AD soient paralléles entre
elles ; les projections verticales des trois premiers points seront sur LM
en des points @, 4, ¢, etcelle du quatriéme sera donnée quelque part
en un point & de la droite D & perpendiculaire a LM. Cela posé, la
droite menée du point A au point B étant horizontale , tout plan qui
lui sera perpendiculaire, sera vertical, et aura pour projection hori~
zontale une droite perpendiculaire & A B, 1l en est de méme pour la
droite menée du point A au point C. Donc, si sur le milieu de AB on
lui méne la pet'pcndicnluirc indéfinie E e, cette perpemliculairc SCTA
la projection horizontale d’un plan vertical qui passe par le centre de
la sphére ; donc la projection horizontale du centre sera quelque part
sur la droite Ee. De m@me, si sur le milicu de AC on lui méne la per-
pendiculaire indéfinie F £, cette perpendiculaire sera la projection d’un
second plan vertical qui passe par le centre de la sphére, et-la pro-
jection horizontale de ce centre sera quelque part sur un point de la
droite F f; donc le point G d’intersection des deux droites Ee, F f,
sera la projection horizontale du centre de la sphére, dont la projec-
tion verticale sera par conséquent sur la droite indéfinie de projection
Ggg'.

La droite menée dn point A au quatriéme point étant paralléle a sa
projection verticale @ , tout plan qui Ini sera perpendiculaire , sera anssi
pm‘pcndicu!aire au plﬂn vertical de projection , et aura pour pi'ﬁjm:lhm
verticale une droite perpendiculaire & ad. Donc, sisur le milica de ad
on lui méne une perpendiculaire indéfinie H/, on aura la projection
d'un troisiéme plan qui passe par le centre de la sphére; dong la projec-

M 2
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tion verticale de ce centre , devant se trouver en méme temps et sur gg,

et sur H/, sera au point K d’intersection de ces denx drofites.
Enfin, si 'on méne les denx droites AG, aK, on aura évidemment

les deux projectionsd’un méme rayon de la sphére; donc, sil’on porte AG

sur LM, de g en J, la droite JK sera la grandeur du rayon demandé.

92. Deunzxiéme question, Inscrire une sphére dans une pyramide trian-
gulaire donnée ; c’est-i-dire, trouverla position du centre de la sphére ,
et la grandeur de son rayon ? g

Solution. La surface de la sphére inscrite devant toucher les quatre
faces de la pyramide, il est évident que si par le centre de la sphére
et par chacune de six arétes on congoit nn plan, ce plan partagera
en deux parties égales 'angle que forment entre clles les denx faces qui
passent par la méme aréte. Si donc parmi les six arétes on en choisit
trois qui ne passent pas toutes par le méme sommet d’angle solide, et
si par chacune de ces arétes on fait passer un plan qui partage en deux
parties égales Pangle formé par les deux faces correspondantes , on aura
trois p].fms , sur chacun dtsquels le centre de la sphére demandée doit se
trouver, et qui, par leur intersection commune , doivent déterminer la
position de ce centre.

93. Pour simplifier la construction, nous supposerons que les plans
de projections aient été choisis de maniére que celui que nous
regarderons comme horizontal, soit le méme qu'une des faces de la
pyramide.

Seient donc ( fig. 39, pl. XX), A, B, C, D, les projections horizontales
donnéesdes sommets de quatreangles solides de la pyramide, eta, 4, ¢, d;
leurs projections verticales; par le sommet de la pyramide ; on concevra
des plans perpendiculaires aux trois cdtés de la base ; ces plans seront ver-
ticaux, et leurs projections horizontales seront les droitess DE, DF, DG,
abaissées perpendiculairement du point D sur les cOtés AC, CB, BA de
la base. Chacun de ces plans coupera la base de la pyramide et la face
qui passe par 'aréte, en deux droites qui comprendront entre elles un
angle égal a celui que la face forme avec la -base. Si donc on porte sur L M

les droites DE, DF, DG, 2 partir de la verticale D dd', de d

= a
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en e, f, g, et sipar le sommet &' on méne les droitesd’ e, d' f, d g,
ces droites formeront avec LM des angles égaux & ccux que les faces
correspondantes de la pyramide forment avec la base 5 et si 'on partage
chacun decestrois angles en deux partieségales parles droites ee’, £/, 7o/,
les angles que ces derniéres droites formeront avec LM, seront égaux
4 ceux que formeroient avec la base les faces d'une seconde pyramide
qui auroit la méme base que la pyramide donnée, et dont le sommet
seroit au centre de la sphére demandée.

Pourtrouver le sommet de cette seconde pyramide, on la coupera parun
plan horizontal , mené A une hauteur arbitraire , et dont on aura la pro-
jection verticale , en menant une horizontale quelconque pn. Cette droite
couperaee’, ff”,gg',endes points 4, i, k', desquels on abaissera sur I, M
les verticales &'/, i'Z, k'k ; etsil'on porte les trois distances /e, if, kg,
sur les perpendiculaires respectives de Een H, de Fen J etde Gen K,
on auraenH, J, K, les projections horizontales de points pris dans les
trois faces de la seconde pyramide, et qui se trouvent sur le plan hori-
zontal arbitraire. Donc, si, par les points H, J, K, onméne aux cdtéds
respectifs de la base des paralléles PN, NO, OP, ces droites seront
les projections des sections des trois faces de la seconde pyramide par
le méme plan horizontal ; elles se conperont en des points N, O, P, qui
seront' les projections d’autant de points des trois arétes de la scconde
Pyramide; et si par ces points on meéne aux sommets des angles res-
pectifs de la base des droites indéfinies AP, BO, CN, ces droites seront
les projections des arétes ; enfin le point unique Q, dans lequel elles se
rencontreront toutes trois, sera la projection horizontale du semmet
de la seconde pyramide, et par conséquent du centre de la sphére
demandée.

Pour avoir la projection verticale de ce centre , on menera d’abord la
droite indéfinie de projection Q g¢', sur laquelle elle doit se trouver j
puis on projetera les trois point.s N, O, P, sur ’horizontale npen n,o,p;
par les projections @, 6 , ¢ des sommets des angles respectils de la base,
on menera les droites ap, bo, cn, qui seront les projections verticales
des trois arétes; et le point unique ¢/, dans lequel ces trois dernidres
droites se couperont, et qui sera en méme temps sur la droite Qg g’ ,
sera la projection verticale du centre de la sphére.

Enfin la verticale ¢ ¢’ sera évidemment égale au rayon de la sphére
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inscrite , ct les points Q, ¢, seront les projections du point de contact
de la surface de la sphére*avec le plan de la base.

94. Nous avons fait voir (3) par quelles considérations on pouvoit
déterminer la position d'un point, lorsqu’on connoissoit ses distances
trois points connus de position ; nous allons actuellement donner la
construction de celte tjncstion.

Troisiéme question. Construire les projections d’un point dont on con-
noit les distances & trois autres points donnés dans Pespace 7

Solution. Nous supposerons les plans de projections choisis , de ma-
ni¢re que celui que nous regarderons comme horizontal , passe par les
trois points donnés, et que Pauntre soit perpendiculaire i la droite qui
joint deux de ces points. D’aprés cela, soient A, B, C ( 7. 40, plan-
che XIX ), les trois points donnés, A’, B, C' les distances donndes
de ces points au point demandé. On joindra deux des points par la
droite A B, perpendiculairement 4 laquelle on menera la droite LM
qui détermine la position du plan vertical de projection. Puis, des
points A, B, C, comme centres, et avec des rayons égaux aux distances
respectives A’ , B', C', on décrira trois arcs de cercles qui se coupe-
ront deux a deux en des points D, E, F, J, P, Q; par les points
d’intersection de ces arcs considérés deux a deux, on menera les
droites DE, FJ, PQ, qui seront les projections horizontales des cir-
conférences de cercles, dans lesquelles les trois sphéres se coupent; et
le point unique N, dans lequel ces trois droites se rencontreront , sera
¢videmment la projection horizontale du point demandé.

Pour avoir la projection verticale du méme point, on menera la ligne
de projection indéfinie Nz 7'; puis, observant que le cercle projetéen DE
est paralléle au plan vertical, et que sa projection sur ce plan doit étre
un cercle de méme rayon, on projetera la droite A B sur LM au point r,
duquel, comme centre, et avec un intervalle égal & DR, ou a la moitié
de DE, on décrira le cercle dnen'; et la circonférence de ce cercle
coupera la droite N z#' en deux points 2, 7/, qui seront indifféremment
la projection verticale du point demandé.

Ce sera d’aprés les autres circonstances de la question, qu’on déter-
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minera si les deux points z et 7’ doivent &tre tous deux employés; et
dans le cas ot il n'y en auroit qu'un de nécessaire, quel est celui qui

doit étre rejeté.

Le lecteur pourra se proposer de construire les projections e
point dont on connoit les distances a trois lignes données dans

lespace.

95. Quatriéme guestion. Un ingénieur parcourant un pays de mon-
tagnes , soit pour étudier la forme du terrain , soit pour faire le projet
de travaux publics qui dépendent de cette forme , est muni d'une carte
topographique , dans laquelle non seulement les projections des différens
points du terrain sont exactes, mais encore les hauteurs de tous ces points
an-dessus d’'une méme surface de niveau sont indiquées par des nombres
placés & cbté des points respectifs , et auxquels on a coutume de donner
le nom de cotes. 11 rencontre un point remarquable qui n’est pas placé sur
la carte, soit parce qu’ila été omis, soit parce qw'il a été rendu remarquable
depuis la confection de la carte. L’ingénieur ne porte avec lui d’autre ins-
trument d’observation qu’un graphomeétre propre & mesurer les angles , et
cet instrument est garni d’un fil & plomb.

On demande que, sans quitter la station, il construise sur la carte
la position du point on il est, et qu’il trouve la cote qui convienta ce
point , c¢’est-d-dire sa hauteur au-dessus de la surface de niveau?

Moyen de solution. Parmi les points du terrain marqués d’une ma-
niére précise sur la carte, et qui seront les plus voisins, I'ingénieur en

. distingnera trois, dont deunx au moins ne soient pas 4 méme hauteur

que lui; puis il observera les angles formés par la verticale et les rayons
visuels dirigés & ces trois points, et d’aprés cette seule observation il
IIﬂ]]II.‘[ rl;?'il_)lldl'e ].fl. (l‘ll@.‘;iiuri.

En effet, nommons A, B, C les trois points observés dont il a les
projections horizontales sur la carte, et dont il pourra construire les
projections verticales au moyen de leurs cotes. Puisqu'il connoit 'angle
formé par la verticale et par le rayon visuel dirigé au peint A, il con-
noft aussi I'angle formé par le méme rayon et par la verticale élevée an
point A ; car en négligeant la courbure de la terre, ce qui est conve-
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nable, ces deux angles sont alternes internes, et par conséquent égaux,
Si donc il concoit une surface conique & base circulaire

, dont le sommet
soit au point A , dont ’axe soit vertical » et dont I’angle formé par Paxe
et par la droite génératrice soit égal 4 'angle observé, ce qui détermine
complétement cette surface, elle passera par le rayon visuel dirigé au
point A , et par conséquent par le point de la station : ainsi il aura une
premiére surface courbe déterminée , sur laquelle se trouvera le point
demandé. En raisonnant pour les deux autres points B, C, comme pour
le premier, le point demandé se trouvera encore sur deux autres sur-

faces coniques & bases circulaires , dont les axes seront verticaux, dont

les sommets seront au point B, C, et pour chacune desquelles I'angle

formé par l'axe et par la génératrice sera égal & 'angle formé par la
yerticale et par le rayon visuel correspondant. Le point demandé sera
donc en méme temps sur trois surfaces coniques déterminées de forme
et de position , et par conséquent dans leur intersection commune. Il ne
s'agit donc plus que de construire, d’aprés les données de la question ,
les projections horizontales et verticales des intersections de ces trois
surfaces considérées deux A deux; les intersections de ces projections
donneront les projections horizontale et verticale du point demandé, et
par conséquent la position de ce pointsur la carte, et sa hauteur au-
dessus ou au-dessous des points observés, ce qui déterminera sa cote.

Cette solution doit en général produire huit points qui satisfont a la
question ; mais il sera facile & 'observateur de distinguer parmi ces
huit points celui qui coincide avec le point de la station. D’abord il
pourra toujours s’assurer si le point de la station est au-dessus ou au-
dessous du plan qui passe par les trois points observés. Supposons que
ce point soit au-dessus du plan dessommets des cOnes ; il sera autorisé
a négliger les branches des intersections des surfaces coniques qui
existent an-dessous de ce plan; par-l1A le nombhre des points possibles
sera réduit & quatre. Ce seroit la méme chose si le point de la station
€toif au contraire placé an-dessous du plan. Ensuite parmi ces quatre
points, s'ils existent tous, il reconnoftra facilement celui dont la posi-
tion, par rapport aux trois sommets, est la méme que celle du point
de la station, par rapport aux points obseryés. '

96. Construction. Soient A, B, C ( fiz. 41), les projections hori-

zontales

T
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gontales des trois points observés, prises sur la carte; «, b, c, les
projections verticales des mémes points , constrnits en portant sur les
verticales B&, Ce, a partic de Phorizontale LM, qui passe par le
point &, la diftérence des cotes des deux autres points ; et soientA’, B', C,
les angles observés que les rayons visuels , dirigés aux points respec-
tifs A, B, C, forment avec la verticale.

On menera les verticales indéfinies aa’ , 64, ec', quiseront les pro-
jections verticales des axes des trois cOnes 3 par les trois points @, biicy
on menera les droites af, bm, cn, qui formeront avec ces verticales
des angles respectivement égaux aux angles donnés A', B',C'; et ces
droites seront chacune la projection verticale dun des deux cdtés
extrémes de la surface conique correspondante.

Cela fait, on menera dans la projection verticale tant de droites
horizontales ee’ qu'on voudra; on les regardera comme les projections
d’autant de plans horizontaux; et pour chacune d’elles, on fera Vopeé-
ration que nous allons décrire pour celle d’entre elles qui est indiquée
par EE".

Cette droite coupera les projections des axes des trois cOnes en des
points f, &, %, qui seront les projections verticales des centres des
cercles, suivantlesquels le plan horizontal correspondant coupe les trois
surfaces coniques ; et elle coupera les cOtés extrémesdes cOnes al, bm, cn,
en des points /7, g, #, tels que les distances Jf's ga's kK, seront
les rayons de ces mémes cercles. Des points A, B, C, pris successive-
ment pour centres, et avec lesrayons respectivement égaux A, ga s B,
on décrira des cercles, dont les circonférences seront les projections
lLorizontales des sections faites dans les trois surfaces coniques par le
méme plan EE’; ces circonférences se couperont deux deux dans de:
points D, D/, K, K, J,J', qui seront les projections d’autant de
points des trois intersections des surfaces coniques considérées deux
2 deux; et en projetant ces points sur EE" en &, &, £, k,i, i, onaura
les projections verticales des mémes points des trois intersections.

En opérant ensuite de méme pour les autres droites e €', on trouvera
pour chacune d’elles de nouveaux points D, D, K,K',J,¥, dansla
projection horizontale, et de nouyveaux points d,d, k, K,i, {,dansla
projection verticale ; puis par tous les points D, D'...., on fera passer une
courbe DP D', qui sera la projection horizontale de I'intersection de

N
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la premiére surface conique avec la seconde; par tous les points K, K'....
on en fera passer une autre KPK' qui sera la projection de Pintersection
de la seconde surface et de la troisiéme ; et par tous les points J, J'... ,
on en fera passer une derniére JPJ' qui sera la projection de l'inter-
section de la troisitme surface et de la premiére. Tous les points P....,
dans lesquels ces courbes se couperont toutes trois, seront les projec-
tions horizontales d’autant de points qui satisfont a la question.

De mé&me dans la projection verticale, par tous les points &, d'...., on
fera passer une premiére courbe ; par tous les points 4, &'.... une seconde ;
et par tous les points 7, Z'.... une troisiéme. Ces courbes seront les projec-
tions verticales des intersections des trois surfaces considérées deux a
deux ; et tous les p:iiill'.ﬂp... ’ dans IL'SI]'IIE‘IS ces courbes se couperont toules
trois, scront les projections verticales de tous les points qui satisfont &
la question. |

Les projections P, p d'un méme point seront dans une méme perpen-
diculaire & T. M.

L'observateur , aprés avoir reconnu parmi tous les points P celui
qui appartient au point de la station, aura la projection horizontale
de cette station, et par conséquent sa position sur la carte; puis, au
moyen de la hauteur du point correspondant p au-dessus de la droite L M,
il aura I'élévation du point de la station au-dessus du point observé A ,
ct par conséquent il trouvera la cote qui convient & la station.

97. Dans cette solution nons avons construit les projections des trois
intersections des surfaces, tandis que deux auroient suffi. Nous conseil-
lons d’agir toujours de méme , parce que les projections des deux courbes
4 double courbure peuvent se couper en des points qui ne correspondent
pas & des points d’intersection , et que , pour reconnoitre les projections
des points d’intersection, 1l faut suivre les branches des deux courbes
qui sont sur la méme nappe d’une des surfaces; ce qui exige une attention
pénible, dont on est presque toujours dispensé en construisant les trois
courbes ; les points ou elles se coupent toutes trois, sont de véritables

points d’intersection.

~ e .y " . ’ i ],
98. Cinquiéme question. Les circonstances étant les mémes que dans
. B ey 3 4 ..
la question précédente , ayec tette seule différence que Vinstrument n’est
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pas garni de fil & plomb, de manidre que les angles avec la verticale
ne puissent pas étre mesurés , on demande encore que l'ingénieur, sans
quitter la station , détermine sur la carte la position du point olt il est,
et qu’il trouve la cote de ce point, c’est-a-dire son élévation au-dessus

“de la surface de niveau, & laquelle tous les points de la carte sont

mppm‘té:'. ?

Moyen de solution. Aprés avoir choisi trois points du terrain qui
soient marqués d'une maniére précise sur la carte , et tels que le point
de station ne soit pas avec eux dans le mé&me plan , ingénieur mesurera
les trois angles que forment entre eux les rayons visuels dirigés & ces
trois points ; et an moyen de gette seule observation , il sera en état de
résoudre la question.

En effet , si nous nommons A, B, C, les trois points observés, et si
on les suppose joints par les trois droites AB, BC, CA, lingénieur
aura les projections horizontales de ces droites tracées sur la carte ; de
plus, au moyen des cotes des trois points, il aura les différences de
hautenr des extrémités de ces droites ; il pourra donc avoir la grandeur
de chacuné d’elles.

Cela posé, si dans un plan quelconque mené par AB on congoit un
triangle rectangle BA D ( fig. 42), construit sur A B comme base, et
dont l'angle en B soit le complément de Pangle sous lequel le cOté A B
a été observé, Pangle en D sera égal & L'angle observé , et la circonfé-
rence de cercle décrite par les trois points A, B, D, jouira de la propriéte,
que si d'un point ¢uelconque E de 'arc A D B on méne deux droites
aux points-A et B, l'angle en E qu’elles comprendrent entre elles
sera égal 4 Pangle observé. Si donc on congoit que-le plan du cercle
sendrera une

5
surface de révolution, dont tous les points jouiront de la méme propriété ;

tourne autour de A B comme charniére, l'arc ADB en
?

clest-a-dire , que si d’'un point quelconque de la surface, on méne deux
droites aux points A et B, ces droites formeront entre elles un angle égal
A Pangle observé. Or, il est évident que les points de cette surface de
réyolution sont les seuls qui jouissent de cette propriété ; donc la surface
passera par le point de la station. Si on raisonne de la méme maniére pour
les deux autres droites B C, C A, on aura deux autres surfaces de révo-
lution , sar chacune desquelles se trouvera le point de la stations ce point
N2
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sera donc en méme temps su# trois surfaces de révolution différentes 5
détermincées de forme et de position j il sera donc un point de leur inter-
section commune. Ainsi, en construisant les projections horizontales et
verticales des intersections de ces trois surfaces considérées deux a deux,
les points ot les projections se couperont elles-mémes tontes trois , seront
les projections du point qui satisfait 2 la question. La projection horizontale
donnera la position du point sur la carte, et la projection verticale donnera
Pélévation de ce point au-dessus ou au-dessous des points observyés.

99. Si cette question étoit traitée par I'analyse, elle conduiroit géné-
ralement 4 une érll'mliml du  soixante -(jlmt;‘lf:mc dugré ; car chacune
des surfaces de révolution a quatre nappes distinctes, dont deux sont
(.'11;‘;{‘11[11'&03 par I’arc de cercle AD B, et dont les deux autres sont en-
gendrées par 'arc A F B. Chacune des 1iappes de la premiére pouvant
étre coupée par toutes celles de la seconde, il peut en résulter seize
branches dans la courbe d’intersection; et les seize branches pouvant
étre coupées par les quatre nappes de la troisiéme surface, il peut en
résulter soixarite-(uatre points d’intersection des trois surfaces : mais ces
points ne satisferoient pas tous 4 la question. En effet, si d’un point
tluelcom]uc F delarc AF B on méne des droites aux extrémités de AB,
i’unglc AT B qu'elles comprendront ne.sera pas égal a I’furgle observé ;
il en sera le supplément. Les nappes engendrées par I'arc A F B, et les
nappes :m;lhtgm:s dans les autres surfaces de révolution, ne peuvent donc
servir & résoudre la question ; et tous les points d’intersection_qui appar-
tiennent & quelques-unes de ces nappes, sont des points étrangers au
probléme.

Dans la géométrie descriptive, on peut et l'on doit exclure 'arc AFB
et ses analogues dans les deux autres surfaces; chacune de ces surfaces
n’a plus alors que deux nappes; et le nombre de leurs points d’inter-
section possibles se rédnit & huit. De ces huit points , quatre sont d’un
chté du phm (qui passe par les trois axes de révolution , et quatre sont
de lautre. L’observateur connoissant toujours de quel coOté il est placé
par rapport a ce plan, il ne construira pas les intersections qui sont
placées de Vautre c0té, et le nombre des points qu’il pourra trouver est
réduit & quatre. Enfin parmi ces quatre points, s'ils existent tous, il recon-
noitra facilement celui qui sera placé par rapport aux points A, B, C,
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de la mfme maniére que celui de la station l'est par rapport aux trois
. - " 4
points du terrain, qu'il a observés.

100. Construction. On choisira la position des deux plans de projec-
tions , de maniére que celui que nous regardons comme horizontal , passe
par les trois points observés , et que P’autre soit perpendiculaire a la droite
menée par deux de ces trois points. Soit donc A B C ( fig- 42), le triangle
formé par les points observés, considéré dans son plan; et A', B, C',les
trois angles donnés par Pobservation. On menera perpendiculairement
au ¢Oté A B la droite I, M qui indiquera la position du plan vertical de
projection ; et on construira , comme nous venons de 'indiquer (n°96 ),
les arcs de cercle générateurs A EDB,BGC, CFA des trois surfaces
de révolution , dontles cOtés AB, BC, AC sont les axes. Cela fait, du
point A comme centre, on décrira tant d’arcs de cercle EO F que Pen
voudra , et qui conperont les g:?:u'.-a'ﬂtriues, dont les axes se rencontrent
en A, dans des points E, F, desquels on abaissera sur les axes respec-
tifs les perpendiculaires indéfinies EE , FF' ; ces pcrpendicu_laires se
couperont quelque part en un point H ¢ui sera la projection horizontale
d’un point d’intersection des deux surfaces dont les axessont A B etAC,
et la courbe A H P menée par tous les points ... trouvés de cette maniére,
sera la projection horizontale de cette intersection. Puis, aprés avoir pro-
jeté 'axe AB en @, on décrira du point @ comme centre, et ayec des
rayons successivement égaux aux pcrpendiculnires EE/, des arcs de
cercle # &' l, sur chacun desqutls projetant le point H correspondant
en /i, on aura la projection ygfticale d'un point de Vintersection des
deux mémes surfaces de révolution; et la courbe @ /2 p menée par tous
les points A.... construits de cette maniére , sera la projection verticale
de cette intersection.

On opérera de méme pour les deux surfaces de révolution autour
des axes A B, BC; clest-a-ghire, du point B de rencontre des deux
axes, comme centre , on décrira tant d’arcs de cercle DK G gue Von
voudra 3 ces arcs couperont les deux génératrices en des points D, G,
dvmlnc]s on abajssera sur les axes 1'.:5pf'-::t1f'.~_; les perpﬂndicu!u'n-c:s indé-
finiecs DD’, G G'; ces perpendiculaires se couperont en un point J ;
et la courbe BJP menée par tous les points J sera la projection
horizontale de Vintersection de la prc1uli=re et de la troisiéme surface
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de révolution. Du point @ comme centre, et avec des rayons succes-
sivement égaux aux perpendiculaires D D', on décrira desarcs de cercle
dd' i, sur lesquels on projetera en i les points J correspondans ; et
la courbe @i p menée par tous les points Z sera la projection verti-
cale de la méme intersection.

Cela fait, tous les points P... dans lesquels les deux courbes AHP, BJ P
se couperont, seront les projections horizontales d’autant de points qui
satisfont & la question ; et tous les points p.... dans lesquels se coupe-
ront les courbes @ 2p, aip , seront les projections verticales des méme
points.

Les projections ainsi trouvees ne donneront pas immédiatement la
position du point de station sur la carte, ni sa hauteur, parce (que
le plan horizontal de projection n’est pas celui de la carte ; mais il
sera facile de les rapporter sur les yéritables plans de projections.

101. Siziéme question. Le général dune des armées de la république,
en face de I'ennemi, n’a pas la carte du pays occupé par celui-ci, et
il en @ besoin pour faire le plan d'une attaque qu’il médite. Il a un
adrostat. 1l charge un ingénicur de g'élever avec l'aérostat, et de
})1‘(_‘11(1'_'{’. toutes les mesures nécessaires pour faire la carte, et pour en
donner un nivellement approché: mais il a lien de croire que si
I’aérostat changeoit de station sur le terrain , 'ennemi s’appercevroit
de son dessein ; en conséquence il permet 4 l'ingénienr de s'élever &
différentes hauteurs dans I'atmosphére , si cela est nécessaird fmais il
Ini défend de changer de station a terre. L'ingénieur est muni d’un
instrument propre & mesurer les angles, et cet instrument est garni
d'un fil & plomb : on demande comment l'ingénieur pourra exécuter
les ordres du général ?

Moyen de solution. L'ingénieur fera 'deux stations dans la méme
verticale , et il connoitra leur distance en faisant mesurer la corde
que l'on aura filée pour I’élever de I'une & T'antre. Dans 'une des
stations, par exemple , dans celle qui est inférienre, il mesurera les
angles que fait la verticale avec les rayons visuels dirigés aux points
dont il veut déterminer la position sur la carte ; puis, parmi tous
ces points, il en choisira un qu’il regardera comme premier, et que
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nous nommerons A, et il mesurera de plus successivement les angles
formés par le rayon visuel dirigé an point A, et ceux qui sont diri-
gés 4 tous les autres. Dans 'autre station , il mesurera les angles for-
més par la verticale, et les rayons visuels dirigés & tous les points dn
terrain. D’aprés ces observations, il sera en état de construire la carte
demandée. :

En cffet, puisque l'on connoit les angles formés par la verticale,
et les deux rayons visuels dirigés des deux stations au méme point ,
ce point se trouve en méme temps sur deux surfaces coniques déter-
mindes et connues, car ces surfaces sont & bases circulaires; elles ont
leurs axes dans la méme verticale ; la distance de leurs sommets est
égale a la différence des hauteurs des deux stations, et les angles
que leurs génératrices forment avec I'axe commun, sont égaux aux
angles observés. De plus, puisque 'on connoit I'angle formé par le
rayon visuel dirigé de la premiére station & ce point, et par celui qui

" est dirigé an point A ; le point que I'on considére sera donc encore

sur une troisi¢me surface conique a base circulaire , dont Vaxe incliné
sera le rayon visuel dirigé de la premiére station au point A, dontle
sommet sera 4 la premiére station, et dont langle formé par l'axe
et la :_;énératrice sera égal & I'angle observé. Le point que l'on consi-
dére se trouvera donc en méme temps sur des surfaces coniques &
bases circulaires connues de forme et de position ; il sera donc au
‘point de leur intersection commune ; €t en construisant les pl‘njcctio‘:m
horizontale et verticale de cette intersection, on aura la position du
point sur la carte, et son ¢lévation au-dessus ou au-dessous des
autres.

102. Sans changer de considérations, la construction peut devenir
plus simple , au moyen de quelques-unes des mérhodes que mous
avons déja exposées précédemment : car , connoissant les angles

’

formés A la premiére station par le rayon visuel dirigé an point A,

o

et par les rayons visuels dirigés & tous les autres points, et connois-
sant,, pour chacun de ces angles , les angles que ses cOtés forment
avec la verticale, il séra facile de les réduire & Vhorizon , cest-d-dire,
de construire leurs projections horizontales. 5i donc on prend sur la
carte un point arbitraire pour représenter la projection de la yerticale




104 6 EOMETRIE DESCRIPTIV'E

de I'adrostat ; et si par ce point on méne une droite arbitraire » qui
doive représenter la projection du rayon visuel dirigé au point A ;
enfin, si par le méme point on méne des droites qui fassent, avec la
projection du rayon dirigé au point A, des angles égaux aux angles
réduits a Phorizon , il est évident que chacune de ces droites deyra
contenir la projection horizontale du point du terrain qui lui corres-
pond. Il ne s'agira donc plus que de trouver la distance de ce point
du terrain a la verticale. Or si, dans la projection verticale, et sur
la projection de la verticale de I’aérostat, oh prend deux points qui,
en parties de ’échelle, soient distans I'un de l'autre d’une quantité
égale & la distance mesurée des deux stations, et si par ces points
on meéne des droites qui fassent avec la verticale des angles égaux A
ceux qui ont été observés pour un méme point du terrain , ces droites
se couperont en un point dont la distance & la verticale sera la dis-
tance demandée. Portant donc cette distance sur le rayon correspon-
dant, & partir de la projection de Vaérostat, on aura sur la carte la
position du point du terrain. Les denx mémes droites , dans la pro-
jection veriicale, déterminent, par leur intersection, la hauteur du
point du terrain ; prenant donc sur la projection verticale les hauteurs
de tous les points du terrain au-dessus d’'un méme plan horizontal,
on déterminera les cotes qui conviendront & tous les points de la carte,
ct on aura le nivellement du terrain.

Cette construction est assez simple pour ne pas avoir besoin de
figure.

La droite mence de la projection de la verticale de I'aérostat 4 celle
du premier point A observé , ayant ¢été tracée d’abord arbitrairement
sur la carte, il s’ensuit que la carte n’est point orientée ; et, en effet,
dans les observations que nous avons indiquées, il n’y a rien qui
puisse déterminer la position des objets par rapport aux quatre points
cardinaux de I'horizon. Mais si I'ingénieur observé & terre 'angle que
{ait avec la méridienne un rayon visuel horizontal dirigé du pied de
la verticale. & nn des points placés sur la carte , et s'j! rapporte cet
angle sur sa projection , il aura la direction de la méridienne, et la
carte sera orientée,

o
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V.

163. Ce que nous avons yu, jusqu’a présent, de la géométrie des-
criptive , considérée d'une maniére abstraite, contient les principales
méthodes dont on peut avoir besoin dans les arts.

Si donc on avoit établi dans toutes les communes un peu considé-
rables des écoles secondaires, dans lesquelles les jeunes gens de I'dge
de douze ans, et qui se destinent & la pratique de quelques - uns des
arts , auroient été exercés pendant deux annces aux constructions gra-
phiques ,. et familiarisés avec les principaux phénoménes de la nature,
dont la connoissance léur est indispensable; ce qui, en développant
leur intelligence , et en leur donnant Phabitude et le sentiment de la
précision , auroit contribué, de la maniére la plus certaine , aux progres
de Vindustrie nationale, et ce qui, en les accoutumant A Pévidence,
les auroit garantis pour toujours de la séduction des imposteurs de tous
les genres ; et si nous ne nous proposions que de faire le liyre élémen-
taire qui auroit dft servir de base & l'instruction de ces écoles secon-
daires, il faudroit terminer 1 les généralités, et passer immédiatement
aux applications les plus utiles, et a celles dont I'usage est le plus fré-
quent. Mais nous ne devons pas écrire seulement pour les éléves des
écoles secondaires, nous devons écrire pour leurs professeurs.

On ne doit faire entrer dans le plan d’une instruction populaire que
des objets simples et d’une utilité journaliére : mais, si un artiste ren-
contre une seule fois dans sa vie une difficalté dont il n’ait point été
question dans les écoles, & qui s’adressera-t-il pour la lever, si ce
n’est au professeur ? et comment le professeur la levera-t-il, s'il ne s’est
exercé i des considérations d’une généralité plus grande que celles qui
forment P'objet ordinaire des études ?

Pour donner aux professeurs la connoissance de quelques propriétés
glc-?ném'les de ’étendue, et dont on peut avoir occasion de faire usage
dans les arts, nous allons consacrer quelques legons & I'examen de la
courbure des courbes & double courbure, et de celles des surfaces
courhes.
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De la courbure et des (fc’-,'f'fo‘ry)c"cs des courbes a double courbure.

104. On sait que, si une droite, considérée dans un plan, tourne
autour d’'un de ses points supposé fixe, tous les autres points de la
droite décrirent auntour dn point fixe des circonférences de cercles
concentriques. Il n’y a aucune courbe qu'on ne puisse concevoir en-
gendrée d’une maniére analogue.

(Fig. 44.). Soit M N O une courbe quelconque tracée sur un plan :
si I'on congoit qu'une droite A B se meuve de maniére qu’elle soit per-
pétuellement tangente & la courbe, et sans prendre de mouvement dans
le sens de sa longueur, chaque point P de cette droite décrira une
courbe GPP ' P"H qui aura évidemment les propriétés suivantes.

Chaque élément P Q de la courbe décrite sera perpendiculaire a la
direction correspondante de la droite A B; car cet élément a la méme
direction qu’auroit en P I'élément d’un arc de cercle décrit du point M
de contact, comme centre, et avec un rayon égal a P M. Ainsi la
tangente en P de la courbe décrite sera perpendiculaire 4 la droite
menée par le point P, tangente a la courbe donnée M N O.

Si le point décrivant P est placé du cbté vers lequel la droite AB
s’approche de la courbe touchée, la courbe G P se dirigera vers MNO
jusqu’a ce qu’elle la rencontre ; ce qui arriyera lorsque le point décri-
vant sera devenu lui-méme le point de contact de la droite AB, supposée
transportée en CD : mais cette courbe ne se prolongera pas au-deld ;
et si la droite continue son mouvement, le point P, et par conséquent
la courbe qu’il déerit, se réfléchira en P’. La courbe décrite étant tou-
jours perpendiculaire & la droite mobile, les. deux branches G P P’
et P’ P” H seront toutes deux perpendiculaires a4 la droite C D, et par
conséquent 4 la courbe MN O que cette droite touche en P'. Ces deux
branches se toucheront donc elles-mémes en P'.

Le point P’ dans lequel une courbe se réfléchit ainsi, de maniére que
ses deux branches se touchent & ce point, se nomme point de rebrous-
sement.

La courbe M N O, sur laquelle s’appuie la droite en la touchant
perpétuellement , s’appelle la développée de la courbe GPP P'H,
parce quun de ses arcs quelconques M N P’ est égal & la partie corres-

-
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pondante M P de la droite mobile ; et la courbe G P P’ P’ H s’appelle
la développante de la courbe MNO. Comme on peut avoir autant de
courbes décrites de la méme maniére que l'on peut concevoir de
points P, p, sur la droite AB, regardée comme indéfinie , il est éyident
qwune méme développée peut ayoir une infinité de développantes diffé-
rentes, telles que GPP'P'H, gpp' p’ f 5 et toutes ces développantes
ont la propriété d’avoir les mémes normales. Nous verrons incessamment
que réciproquement il n’y a pas de courbe qui n’ait une infipité de
développées différentes.

105. On fait usage dans les arts de quelques développantes, et prin-
cipalement dé celle czu cercle, qui est une spirale dont le nombre des
révolutions est infini, et dont toutes les branches successives sont éloi-
gnées les unes des autres d'une quantité constante, égale & la circon-
férence du cercle développé. Clest suivant la courbure de cette déve-
loppante que l'on coupe les cames ou dents des arbres tournans qui
soulévent des pilons, comme dans les bocards , parce que le contact
de la came avec le mentonnet du pilon étant tonjours dans la méme
yerticale , effort de Varbre pour soulever le pilon est constarmnent le
méme. Vaucanson employoit souvent la spirale développante du cercle
comme moyen d’engrenage pour transmettre le mouvement d'un arbre
tournant & un autre arbre qui lui étoit paralléle , sur-tout lorsqu’il falloit
que P'engrenage fiit exact et transmit subitement, sans temps perdu, le
mouvement d'un arbre a 'autre.

106. Nous avons fait voir ( 104) comment la développante peut étre
formée d’aprés la développée ; il est facile de concevoir comment, &
son tour , la développée peut &tre formée d’aprés la développante. En
effet, nous avons vu que toutes les normales de la développante sont
tangentes &4 la développée. Si donc, par tous les points P, Q, d’une
courbe proposée GP QP , on congoit des normales, la courbe M N O
qui touchera toutes ces normales sera la développée. De plus, si par
deux points P, Q, consécutifs et infiniment proches, on concoit deux
normales PB, Q4, le point M ou elles se couperont, pour se croiser
au-deld , sera sur la développée ; et ce point pourra étre regardé comme
le centre d'un petit arg de cercle qui, étant décrit avec le rayon PM,

02
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auroit la méme courbure que I'arc PQ de la courbe que I'on. considére.
Le rayon P M du cercle, dont la courbure est la méme que celle de
Parc infiniment petit PQ d’une courbe, se nomme le rayon de cour-
bure de cet arc; le point M ou se coupent les deux normales consé-
cutives en est le centre de courbure ; et cette courbure est connue lorsque
la position du point M est déterminée.

107. Jusqu’ici nous avons supposé que les courbes étoient planes, et
nous n’avons considéré que ce (ui se passe dans leur plan. Nous allons
passer aux courbes & double courbure, telles que celles qui sont pro-
duites par l'intersection de deux surfaces courbes.

Si Pon congoit une droite menée par le centre d'un cercle perpen-
diculairement & son plan, et indéfiniment prolovgée de part et d’autre,
on sait que chacun des points de cette droite sera a égales distancesle
tous les points de la circonférence ; que par conséquent, si 'on imagine
qu'une seconde droite, terminée d'une part & un des points de la cir-
conférence, et de 'autre & un point quelconque de la perpendiculaire ,
tourne autour de cette derniére comme axe, en faisant constamment
le méme angle avec elle, son extrémité mobile décrira la circonférence
de cercle avec la mé&me exactitude que si 'on efit fait tourner le
rayon autour du centre. La description du cercle au moyen du rayon,
et qui n’est qu'un cas particulier de la premiére, par sa simplicité est
plus propre a donner l'idée de I’étendue du cercle : mais, §'il ne sagit
(ue de description, la premiére peut dans certains cas avoir de l'ayan-
tage , parce qu’en prenant sur l'axe deux poles placés de part et
d’autre du plan du cercle, puis menant par ces deux points deux
droites qui se couperoient en un point de la circonférence, et faisant
ensuite mouvoir le systéme de ces deux droites autour de l'axe, de
maniére que lenr point d'intersection fat fixe sur l'une et sur Pautre,
ce point décriroit la circonférence du cercle, sans qu’il efit été néces-
saire ’exécuter auparavant le plan dans lequel elle doit se trouver.

108. (Figure 45.) Soit KA aD une courbe & double courbure quel-
conque tracée dans I’espace. Par un point A de cette droite soit congu
un plan M N O P perpendiculaire 4 la tangente en A ; par le point 2 infini-
ment proche, soit pareillement imaginé un plan zn O P perpendiculaire
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a la tangente en & ; ces devx plans se couperont en une droite OP qui
sera 'axe du cercle, dontle petit arc A @ de la courbe peut étre cens¢
faire partie: de maniére que si, despoints A, @, on abaisse deux per-
pendiculaires sur cette droite, ces perpendiculaires, égales entre elles, la
rencontreront en un méme point G qui sera le centre de ce cerle. Tous les
autres points g, g', g".... de cetie droite seront chacun a égales distances
de tousles points de I’arc infiniment petit A @, et pourront par conséquent
en &tre regardés comme les poles. Ainsi, si d'un point quelconque g de
cet axe on méne deux droites aux points A, a, ces droites gA, ga,
seront égales entre elles, et formeront ayec axe desangles A g0, a g0,
égaux entre eux : en sorte que si 'on vouloit définir la courbure de la
courbe au point A, il faudroit donner la longueur du rayon de cour-
bure A G, et que s§'il s'agissoit d’assigner le sens de la courbure, il
faudroit donner la position du centre G dans l'espace. Mais s'il est sim-
plement question de décrire le petit arc, il sulfira égaleinent on de
faire tourner la droite A g autour de l'axe, sans altérer 'angle A 2 O
qu’elle fait avec lui, oun de faire tourner le rayon de courbure A G per-
pendiculairement & cet axe.

Ainsi la droite OP peut étre regardée comme la ligne des poles de
I’élément A a ; le centre de courbure de cet élément est celui de ses poles
dont la distance a I'élément est un minimum ; enfin son rayon de cour-
bure est la perpendiculaire A G, abaissée de I'élément sur la ligne des
poles,

109. (Figure 46.) Que l'on fasse actuellement sur tous les points de la
courbe a double courbure la méme opération que l'on vient de faire
sur un de ses élémens, cest-a-dire que par tous les points consé-
cutifs A, A', A", A", etc. I'on fasse passer des plans MN OP, per-
pendiculaires chacun & la tangente de la courbe au point o il la coupe ;
le premier de ces plans rencontrera le second dans une droite O P qui
sera le lieu géométrique des poles de 'arc A A'; le second rencontrera
le troisiéme dans une droite O' P’ ; lieu des polesdel’arc A’ A”, etainside
suite. Il est évident que le systéme de toutes les droites d’intersections, ou
la surface courbe qu’elles forment par leur assemblage, sera le lieu géomé-
trique des poles de la courbe K. AD; car cette courbe n’aura point de pole
qui ne soit sur la surface, et cette surface n’aura pas de point qui ne soit
le pole de quelqu'un des élémens de la courhe.
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110. Avant que d’aller plus loin, il est nécessaire d’exposer quelques
propriétés dont jouissent les surfaces de ce genre , indépendamment de
la courbe qui a servi a leur formation. .'

Ces surfaces peuvent se développer sur un plan sans rupture et sans |
duplicature. En effet , les élémens tels que OP , P’ O', dont est composé
la surface, sont des portions de plans infiniment étroites, et qui se |
joignent successivement par des lignes droites. On peut donc toujours ’
concevoir que le premier de ces élémens OP P' O’ tourne autour de O'P' ‘,
comme charniére, jusqu’a ce qu’il soit dans le plan de Pélément sni- }
vant O' P’ P"0"; qu’ensuite leur assemblage tourne autour de O” P”,
jusqu’a ce qu’il soit dans le plan du troisiéme, et ainsi de suite. D’ont |
Pon voit que rien n’empéche que de cette maniére tous les élémens de la |
surface ne viennent sans rupture se ranger dans un méme plan.

De méme que les plans normaux & la courbe K A D par leurs inter-
sections successives forment une surface courbe, & laquelle ils sont tous
tangens ; pareillement les lignes droites dans lesquelles ils se coupent |
se rencontrent successivement dans des points qui forment une courbe
4 double courbure, a laquelle toutes ces droites sont tangentes : car deux
de ces droites consecutives sont les intersections d’'un méme plan normal , !
avec celui qui le précéde, et avec celui qui le suit immédiatement. Ces
deux droites sont donc dans un méme plan ; elles se coupent donc quelque
part en un point, et la suite de tous ces points de rencontre forme

une courbe remarquable sur la surface développable. En effet, les droites ‘ '
consécutives , aprés s'8tre croisées sur la courbe qui les touche toutes L |
se prolongent au-deld, et forment par leurs prolongemens une nappe L
de surface distincte de la nappe formée par les parties des m&mes droites |

avant leurs rencontres. Ces defix nappes se joignent sur la courbe qui |
est, par rapport & la surface entiére, une véritable aréte de rebrous-
sement, '

(Fig. 46.) Actuellement du point A de la courbe , par lequel passe

le premier plan normal M N OT, soit menée dans le plan, et suivant l .
une direction arbitraire , une droite A o jusqu’d ce qu'elle rencontre la

f section O P quelque part en un point g ; par les points A’, o soit me- |
|i née dans le second plan normal, la droite A' g prolongée jusqu’a ce
qu'elle rencontre la section O'P’ en un point g"; soit I_a:trc_iliflmcnt |
il menée A” g’ ¢”, et ainsi de suite, La courbe qui passe par tous les points r
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&, g5 g’ etc., est une développée de la courbe KX AD : car toutes les
droites A g, A' g’y A” g”, sont les tangentes de la courbe 28 8", puis-
qu’elles sont les prolongemens des élémens de cette courbe. De plus,
si 'omr congoit que la premiére A g tourne autour de O P, comme axe,
pour venir sappliquer sur la suivante A’ g, elle n'aura pas cessé d’&tre
tangente a la courbe gg’g”; et son extrémité A | aprés avoir parcouru
Parc A A’, se confondra avec l'extrémité A’ de la seconde. Que I'on
fasse de méme tourner la secébnde ligne A’ g’ antour de O P, comme
axe, pour qu’elle vienne s'appliquer sur la troisiéme A’g’, elle ne
cessera pas de toucher la courbe g8 g’ et son extrémité A’ ne sortira
pas de l'arc A’A’, et ainsi de suite. Donc la courhe 88 g est telle

o

que si on congoit qu'une de ses tangentes tourne autour (e cette
courbe sans cesser de lui étre tangente , et sans avoir de mouvement
dans le sens de sa longueur, un des points de cette tangente décrira
la courbe K A D ; donc elle est une de ses développées. Mais la direc-
tion de la premiére droite A g étoit arbitraire ; et suivant quelque
autre direction qu’on l'elit menée dans le plan normal, on auroit
trouvé une autre courbe £8 & qui auroit été pareillement une déve-
loppée de la courbe K A D. Une courbe q¥telconque a donc une infi-
nité de développées qui sont toutes comprises sur une méme surface
courbe.

Les droites A'g' et A”g' forment des angles égaux avee la drojte
O'P'; et élément g’ 5" étant le prolongement de la droige A4, il
s’ensuit que les deux élémens conséeutify 88, 88" de la développée gg's”,
forment des angles égaux avec la droite O’ P’ qui passe par leur point
de rencontre. Or, lorsqu’on développe la surface pour Pappliquer
sur un plan, les élémens de la développée me cessent pas de faire les
mémes angles avec les droites O’ P'; donc deux élémens consécutifs de
la courbe g’ g's”, considérés dans la surface étendue sur un plan’,
forment des angles égaux avec une méme ligne droite ; donc ils sont
dans le prolongement l'un de Vautre. Il suit de la que chacune des
développées d’une courbe 3 double courbure devient une ligne droite,
lorsque la surface qui les contient tontes est étendue sur un plan ;
donc elle est sur cette surface la plus courte que I'on puisse mener
€ntre ses extrémités.

On déduit de 13 un moyen facile d'obtenir une développée quel-
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conque d'une courhe i double courbure , lorsque I’on a la surface déve-
loppable qui les contient toutes. Pour cela, il suffit, par un point de
la courbe , de mener un fil tangent a la surface , et de plier ensuite
ce fil sur la surface en le tendant: car, en vertu de la tension , il
prendra la direction de la courbe la plus courte entre ses extrémités ;
il se plicra par conséquent sur une des déyeloppées.

111: On congoit d’aprés cela comment il est possible d’engendrer,
par un mouvement continu , une courbe quelconque a double cour-
lyure : car, aprés avoir exécuté la surface développable, touchée par
tous les plans normaux de la courbe; si du point donné dans I'espace ,
et par lequel la courbe doit passer, on dirige deux fils tangens a cette
surface ; et si, apres les avoir pliés ensuite sur la surface en les ten-
dant, on les fixe par leurs autres extrémités ; le point de réunion des
denx fils qui aura la faculté de se mouvoir avec le ]11:1]1 tangent a la
surfage , sans g]isscr nisur Pun des fils , ni sur ’autre, engendrera., dans

son mouvement, la courbe proposée.

112. Tout ce que nous’ venons de dire par rapport aux courbes &
double courbure , convient également aux courbes planes ; avec cette
différence seulement, que tous les plans normaux ¢tant perpendicu-
jaires au plan de la courbe , toutes les droites de leurs intersections
consécutives sont aussi perpendiculaires au méme plan, et par con-
séquent p;u-:ill.&les entre elles. La surface développable , touchée paur
tous ces plans normaux , est donc alors une surface cylindrique, dont
la section perpendi::nlaire est la développée ordinaire de la courbe.
Mais cette surface cylindrique contient de méme toutes les développées
a double courbure de la méme courbe 3 et chacune de ces développées
fait , avec toutes les droites %éuérzuriccs de la surface c,:ylindriquf: , des
Le filet d’une vis ordinaire est une des développées

angles constans.
et de base A la surface cylindrique

de la ‘développante du cercle qui se
sur laquelle il se trouve ; €t quelle que soit la hauteur du pas de la

vis, si le diamétre du cylindre ne change pas, le filet sera toujours

ane des développées de la méme courbe.

113. Aprés avoir expose la. théorie des courbes & double courbure,
oS
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nous allons nous occuper des surfaces courbes. Cet objet est de nature
4 étre traité avec beaucoup plus de facilité par le secours de l'ana-
lyse, que par la simple contemplation des propiiétés de Détendue :
mais les résultats aunxquels il conduit peuvent étre utiles a des ‘artistes
que nous ne devons pas supposer familiarisés avec les opérations ana-
Iytiques ; nous allons donc essayer de les présenter en n’employant
que des considérations geométiriques. Cette méthode introduira la clarté
qui Iui est particuliére ; mais aussi elle apportera de la lenteur dans la
marche.

Les surfaces, par rapport & leurs courbures, peuvent étre divisées
en trois grandes classes. La premiére comprend celles qui dans tous
leurs points n’ont aucune courbure ; les surfaces de ce genre se ré-
duisent au plan , qui d’ailleurs peut étre placé d’'une maniére quel-
conque dans l'espace. La seconde classe ‘renferme toutes celles qui
dans chacun de leurs points n’ont qu'une seule c:uuri_mrc3 ce sont en
général les surfaces développables, dent par-tout deux élémens consé-
cutifs peuvent &tre regardés comme faisant partie d’une surface conique,
méme en regardant la g -andenr de ces élémens comme indéfinie dans
le sens de la génératrice de la surface conique. Enfin toutes les autres
surfaces courbes composent la troisiéme classe ; dans chacun de leurs
points elles ont deux courbures distinctes et (lui peuvent varier l'une
indépendamment de l'autre. Commengons par considérer les surfaces
courbes les plus simples, et d’abord les surfaces cylindriques.

114. Soit ABTF E (/ig. 46), une surface cylindrique indéfinie & base
quelconque , sur Ialquulic on considére un point L pris arbitrairement,
’ar ce’ point concevons la droite génératrice CLG, et une section
JLK faite par un plan perpendiculaire 2 la génératrice ; cette sec-
tion sera paralléle et semblable a4 la base de la surfage. Enfin par
le point L concevons a la surface la normale L P ; cette normale sera
perpendiculaire & la génératrice CG, et par conséquent dans le plan
de la section J LK ; de plus elle sera perpendiculaire a la tangente
de la section au point L ; ou, ce qui comprend A la fois les deux
conditions , elle sera perpendiculaire au plan tangent a la surface
en L. Cela posé, sil'on prend sur la surface deux autres points infi-
niment voisins du point L, I'un M sur la génératrice CG, l'autre N

P
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sur la section perpendiculaire ; et si par chacun de ces points.on méne
une nouvelle normale 4 la surface, ces deux normales M Q, NP
seront chacune dans un méme Il!iln- avec la premiére normale L P
mais ces plans seront différens pour les deux dernidres normales., Fn
effet, le plan tangent & la surface en L étant aussi tangent en M 3
les deux droites LP et M Q sonk perpendiculaires au méme plan; elles
sont donc paralléles entre elles , et par conséquent dans un méme plan.
Ces droites I-;u‘u]h}le!; peuvent étre J‘t‘:;;tr'dt?t's comme concourant 2 I’in-
fini. Quant aux normales LP, NP, elles sont éyidemnlent comprises
dans le plan de la section perpendiculaire ; elles concourent donc en
un certain point P de ce plan : ainsi les deux plans qui contiennent
les trois mormales deux 4 deux sont non seulement différens , mais
perpendiculaires 'un a D'autre.

115. Actuellement quelque autre point O que I'on prenne sur la sur-
face , infiniment voisin du premier point L, si par ce point on con-
coit a la surface une normale O Q, cette normale ne sera pas dans
un méme plan avec la premiére normale L P, et par conséquent ne
pourra la rencontrer : car si par le point O l'on congoit une nouvelle
section ¢ O £ perpendiculaire & la surface, et qui counpe quelque part
en un point M la droite génératrice qui passe par le point L, la nor-
male O Q sera dans le plan de cette section. Les deux normales L P
et OQ seront donc dans deux plans paralliles, et ne pourront &tre
elles-mémes dans un méme plan, & moeins qu’elles ne soient paralléles
entre elles : or elles ne sont point paralléles. En effet, si I’on congoit
la normale au point M, nous avons vu -que cette norinale M Q sera
paralléle & LP ; mais elle ne sera pas paralléle & OQ : donc les nor-
males LP et OQ ne sont point paralléles entre elles ;- done elles ne
sout pas dams un méme plan ; donc elles ne peuvent jamais se

rencontrer.

116. On voit donc que, si, apres avoir mené, parun point quelconque
d'une surface cylindrique , une normale 4 la surface, on veut passer
4 un point infiniment voisin pour lequel la nouvelle normale soit dans
un méme plan avec la précédente, et puisse la rencontrer méme a

nfini, si cela est nccessaire , on ne peut le faire que dans deux sens
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différens: 1°. en suivant la direction de la droite génératrice de la
A

fini ;
20, en suivant la section ps::'pcndu:nIzm'{-} a la surface, et alors la nou-

surface, et alors la nouvelle normale rencontre la pregiére & I'in

velle normale rencontre la premiére en un point, dont la distance
dépeml de la courbure de la base dans le point correspmu_!:ml' ; enfin ,
que ces deux directions sont entre elles & angles droits sur la surface.

Les deux points de rencontre des trois normales sont donc les seuls
centres de courbure possibles de 'élément que l'on considére sur la
surface ; les deux plans différens qui passent par la premiére normale
¢t par chacune des denx autres, indiquent le sens de chacune de ces
courbures ; les distances du point de la surface aux deux points, de
rencontre des normales sont les rayons des deux courbures ; et Yon
voit que , dans les surfaces cylindriques, un de ces rayons étant tou-
jours infini, tandis que la grandeur de 'autre dépend de la nature de
la base de la surface, pour chacun des points il n’y a qu’une cour-
bure finie ; lautre est toujours infiniment petite ou nulle.

Ce que nous yenons de dire peut s’appliquer facilement 4 toutes les
surfaces développables , dont deux élémens consécutifs méme indéfinis
dans le sens de la direction de la droite génératrice peuvent toujours
&tre considérés comme faisant partie d’une certaine surface cylindrique.
Passons maintenant au cas général des surfaces courbes quelconques.

117. Soit ABCD (fig- 47), une surface courbe quelconque, sur
laquelle on considére un point L pris a volonté , et par ce point L
soit congue une droite F L f tangente a la surface : la position de
cette droite ne sera pas déterminée ; elle pourra étre menée dune
maniére quelconque dans le plan tangent & la surface au point L. Puis
coneevons que la droite F f se meuve de maniére quelle soit toujours
paralléle a elle-méme , et qu'elle soit toujours tangente & la surface
courbe ; elle engendrera par son mouvement une certaine surface
cylindrique E e g G, dont la base dépendra de la forme de la surface
courbe, et qui touchera cette surface courbe dans une courbe LCKAL,
engendrée elle-méme par le mouvement du point de contact de la
droite génératrice avec la surface courbe. Cette courbe de contact
LCK AL est en général & double courbure.

118. Dans le cas trés-particulier de la surface courbe du second
i S0
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degré, c'est-d-dire, de la surface qui, étant coupée par un plan quel-

conque, produit toujours une section conique, la ligne de contact

avec une surface cylindrique qui I'enveloppe , est toujours une courbe
- i - 1 . - . " [ »

plane , quelle’ que soit d’ailleurs la direction de la géncratrice de la

surface cylindrique. .

119. Dans le cas un peu plus général on la surface courbe est en-
gendrée par le mouvement d’une ligne courbe plane, fixe dans son
plan , mais mobile avec lui : ]01'Sr||u’i| roule sur deux surfaces courbes
données , pour chaque point de la surface il existe une direction a
donner & la droite génératrice , pour que la surface cylindrique en-
gendrée par le mouvement de cette droite touche la surface conrbe
dans une courbe plane ; et cette direction doit &tre telle que la droite
soit toujours perpendiculaire au plan mobile, lorsqu’il passe par le
point que l'on considére. Les surfaces de révolution en sont un cas
particulier. En effet, si par un point quelconque d'une surface de
révolution on congoit une droite tangente & la surface, et perpendi-
culaire au plan du méridien qui passe par ce point, et si 'on sup-
Pose que cette droite se meuve de maniére qu’elle soit toujours tan-
gente & la surface, et perpendiculaire au plan du méme méridien , le
point de contact de la ligne avec la surface parcourra la circonférence
du méridien , et la droite engendrera une surface cylindrique qui tou-
chera la surface de révolution dans la circonférence méme dn méri-

dien, et par conséquent dans une courbe plane.

125, Pour tout autre cas , ute surface cylindrique circonscrite & une
surface quelconque touche cette surface dans une courbe LCK AL
qui est A double courbure.

La droite F L / ayant d’abord été menée d’une manidre arbitraire
dans le plan tangent & la surface au point L, si par le point L on
congoit la tangente LU & la courbe de contact LCK AL, cette tan-
gente fera, avec la ligne droite génératrice FL £, un angle FLU
qui dépendra et de la nature de la surface courbe , ét de la direction
arbitraire donnéde i la droite F L f. Concevons, ce qui est toujours
possible dans chaque cas particulier, que la direction de la droite

B fthdges , sans que cette droite cesse d’8fre tangente a la surface
.
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au point L, et que, d’aprés cette nouvelle direction, elle se meuve
paralltlement A elle-méme en touchant toujours la surface ; elle engen-
drera par son mouyement une autre surface cylindrique circonscrite
a la surface , qui la touchera dans une autre ligne de contact & double
courbure ; cette nouvelle courbe de contact passera encore par le point
I, et sa tangente en ce point fera, avec la nouvelle direction de la
droite génératrice , un angle différent du premier angle 'L U. Con-
cevons enfin qu'on ait ainsi fait varier la direction de la droite géné-
ratrice , jusqu’a ce que la surface cylindrique , engendrée par cette
droite , touche la surface dans une courbe de contact, dont la tan-
gente en L soit perpendiculaire & la droite génératrice.

Cela posé , soit (figure 48) une surface courbe quelconque, sur
Jaquelle on comsidére d’abord un certain point L; soit FLJ la
droite tangente a la surface en L, dont la direction soit prise de
maniére (ue , si on la fait mouvoir parallélement & elle - méme, et
sans qu'elle cesse de toucher la surface, elle engendre une surface
cylindrique EF G HJ K, qui touche la surface en une courbe, dont
la tangente en L soit per]mndk_‘uhirc a FLJ. La ligne de cohtact
de la surface cylindrique avec la surface proposée sera une courbe
3 double courbure ; mais au point L son élément se confondra avec
Iélément LN de la section CN LD faite dans la surface C)'lindi'iqm.-
par un plan perpendiculaire a la droite génératrice FL J. Les deux
extrémités L, N de cet élément, se trouvant sur la ligne de contact,
seront en méme temps sur les deux surfaces ; et si par ces points L, N,
on méne deux normales LP, NP a4 la surface cylindrique, elles
seront aussi normales 3 la courbe. Or ces deux normales sont dans
le méme plan perpendiculaire 4 la génératrice de la surface cylin-
drique, et dolvent se rencontrer qu{:]rlue part en un pl)int Pl qui est
le certre de courbure de I'arc LN ; donc st sur une surface courbe
quelconque on prend deux points L, N, qui soient placés sur la ligne de
contact de cette surface avec la surface cylindrique dont la droite géné-
ratrice soit perpendiculaire & I'élément L N de cette ligne de'contact,
les normales & la surface courbe , menées par ces deux points, seront
dans un méme plan, et se rencontreront en un point qui sera le
centre de la courbure de'la surface, dans le sens du plan qui contient
les deux normales.
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121, 51 surla droite ¥ L J on prend un point 7 infiniment proche du
point I., et si par ce pointm on congoit une normale 4 la surface cylin-
drique, cette normale sera paralléle AL P, et ne sera pas normale & la sur-
face courhe. Maissi on congoit que dans le plan de la courbe A L. M B,
déterminé par les droites F L J et L P, la droite F L.J §€ meuve sans cesser
de toucher la surface, et prenne la position infiniment voisine f7 , de
maniére qu'elle touche la surface dans un point M , infiniment voisin
du point L , et si 'on suppose que cette droite J M i se meuve paral-
Iélement & elle-méme en touchant toujours la surface , elle engendrera
une npuvelle surface eylindrique efghkik, infiniment peu différente
de la premiére, tant pour la forme que pour la position, et la ligne
de contact de cette nouyelle surface cylin:lrique passera par le point M,
La normale M Q A cette surface cylindrique an point M sera amnssi
normale & la surface courbe ; elle sera dans un méme plan avec la
premicre normale L P, puisqu'elles seront toutés deux dans le plan
déterminé par les droites F L J, fMi; et ce plan sera perpendicu-
laire & celui qui passe par les normales L P, NP. Les deux normales
LP'et MQ se rencontreront donc €1 un certain point R, (qui sera
le centre de courbure de I'arc L. M, et par conséquent le centre de la
courbure de la surface dans le sens du plan qui passe par les droites
FLJ,/fM:

On voit donc que si, considérant sur une surface courbe quelconque
nn point quelconque L, on congoit une normale A la surface en ce point,
on pent toujours passer, suivant deux directions différentes, & un autre
point M ou N, pourlequel la nouvelle normale soit dans un méme plan
avec la premiére, et que ces deux directions étant dans des plans nor-
maux rectangulaires entre eux, elles sont elles-mémes i angles droits
sur la surface courbe.

122. Actuellement ces denx directions sont en général les seules pour
lesquelles cet effet puisse avoir lien ; ¢’est-d-dire, que si sur la surface
courbe on passe dans toute autre direction d un point O, infiniment voisin
du point L, et que si par'ce point on méne 4 la surface la normale 0Q,
cette normale ne sera pas dans un méme plan avec la normale LP, et ne
pourra par conséquent la rencontrer.

En effet , concevons que la seconde snrface cylindrigue ait été inclinde

s
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de telle maniére , que sa ligne de contact avec la surface passe par le
point O, 'arc OM de cette ligne de contact se confondra avec l'arc de
la section C'OMD’ perpendiculaire a la surface cylindrique ; les deux
normales en O et en- M & la surface seront aussi normales & la surface
cylindrique ; elles seront dans le plan de la section perpendiculaire ;
elles se rencontreront quelque part en un peint Q : mais lanormale O Q
ne rencontrera pas la normale LP j car pour que ces deux normales se
rencontrassent , il fandroit que le point Q de la normale coinciddt avec
le point R, dans lequel cette normale rencontre LP ; ce qui en général
n'arrive pas, parce que cela suppose une égalité entre les courbures des
deux arcs LM et LN, et ce qui ne peut avoir lieu que pour certains
points de quelques surfaces courbes. Par exemple, la courbure de la sur-
face de la sphére étant la méme dans tous les sens, sulyant quelque
direction que 'on passe d’'un de ses points & un autre infiniment proche,
les normales menées par ces deux points sont toujours dans un méme
plan ; et cette surface est la seule pour laquelle cette propriété convienne
a tous les points. Dans les surfaces de révolution pour lesquelles la courbe
géné ratrice coupe 'axe perpendiculairement, la courbure au sommet est
encore la méme dans tous les sens, et deux normales consécutives sont
toujours dans un méme p]an; mais cette proprieté n’a lieu que pour
le sommet. Enfin il existe des surfaces courbes, dans lesquelles cette pro-
priété a lien pour une suite de points qui forment une certaine courbe
sur la surface : mais cela n’arrive que pour les points de cette courbe ;
et pour tous les autres points de la surface, la nouvelle normale ne peut
rencontrer la premiére, & moins que le point de la surface par lequel
elle passe, ne soit pris suivant I'une des deux directions (jue nous ayons
définies,

123. Il suit de la qu'en général une surface quelc ‘a.d

23, 1 ] g a e suirface quelconque n'a, dans
chacun de ses points, que deux courbures ; que chacune de ces cour-
bures a son centre particulier, son rayon particulier, et que les deux
arcs sur lesquels se prennent ces deux courbures sont i angles droits
sur la surface. Les cas particuliers pour lesquels, comme dans la sphére,
et dans les sommets de surfaces de révolution , deux normales consécu-
tives (illclcullf[rlf's ¢ reéncontrent, ne sont pas une {'N.vaiiou a cette

. atet IS P 3
proposition. Il résulte seulement que pour ces cas les deux courlures
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sont égales entre elles , et que les directions suivant lesquelles on doit

les estimer sont indifférentes.

124. Quoique les deux courbures d’une surface courbe soient assujetties

YTune & Pautre par la loi de Ja génération de la surface, elles éprouvent

d’un point de la surface & Vautre des variations qui peuvent étre dans
le méme sens ou dans des sens contraires. Nous ne pouyons pas entrer,
a cet égard, dans de trés-grands détails , qui deviendroient beauncoup
moins pénibles par le secours de l'analyse; nous nous contenterons
d’observer que pour certaines surfaces , telles que les sphéroides,
dans chaque point les deux courbures sont dans le méme sens , c'est-
a - dire qu'elles tournent leurs convexités du méme cité ; que pour
quelques antres surfaces, dans certains points, les deux courbures sont
dans des'sens opposés , c’est-d-dire que l'une présente sa concavité, et
Iantre sa convexité du m@me coté ( la surface de la gorge d’une poulie
est dans ce cas) j que pour tiuclq_ues autres surfaces dans tous les points,
les deux courbures sont dans des sens opposés ( la surface engendrée
par le mouvement d'une ligne droite , assujettic & couper toujours trois
autres droites données arbitrairement dans’espace, est dans ce cas) ; enfin
dans une surface partim:li&ro ces deux courbures opposdes sont,

lt‘.lf,‘
int, ég:tlcs entre elles. Cette surface est celle dont 'aire est

pour chaque po

N LRI

1»5. Passons maintenant & quelques conséquences qui suivent des deux

courbures d’une surface courbe, et qu'il estimportant de faire connoitre

anx artistes.
Soit ( fig: 49) une portion de surface courbe quelconque , sur laquelle

nous considérions un point L pris arbitrairement, et soit congue la
normale A la surface en L. Nous venons de voir que l’on peut passer,
enivant deux directions différentes, du point L & un autre M ou L', pour
1 nouvelle normale rencontre la premiére, et que ces deux direc-

]t"(lllL'l 1
nt A angles droits sur la surface. Soient donc LM etL L’ ces deux

tions soO

directions rectangulaires en L. Du point M, on pourra de méme passer
dans deux directions différentes & un autre point N ou M, pour lequel
Je rencontre la normale en M, et soient MN et M M’ ces
tions, rectangulaires en M. En opérant de méme pour le

point

la norm:

deux direc
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point N, on trouvera les deux directions NO et NN rectangulaires
en N; pour le point O, l'on aura les deux directions OP, Q0O', ¢t
ainsi de suite. La série des points L, M,'N,0,P...... etc., pour
lesquels deux normales consécutives sont toujours dans un plan, for-
mera sur la surface courbe une ligne courbe , qui indiquera perpé-
tuellement le sens d'une des deux courbures de la surface, et cette
courbe sera une ligne de premiére courbure, qui passera par le
point L. Si I'on opére pour le point L', comme on l'a fait pour le
point L, on pourra d’abord passer, suivant deux  directions rectan-
gulaires, 4 un nouveau point M’ ou L”, pour lequel la nouvelle nor-
male rencontre la normale en L', et on trouvera de méme une nou-
velle série de points L', M', N, 0’, P'....., etc., qui formeront sur
la_surface courbe une autre ligne de premiére courbure, qui passera par
le point L'. En opérant de méme pour la suite des points L”, L', L"....
trouvés comme L', L”, on aura de nouvelles lignes de premiére
courbure L’ M"N” 0" P, L M” N O P"..... etc. , qui passeront par
les points respectifs L”, L, L"..... etc., et qui diviseront la surface
courbe en z0nes. Mais la suite des points L, L', L, L, pour lesquels
deux normales consécutives sont encore dans un plan, formera sur la
surface courbe une autre courbe qui indiquera perpétuellement le sens
de l'autre courbure de la surface, et cette courbe sera la ligne de seconde
courbure ; M, M/, M", M",... etc., formera une autre ligne de seconde
courbure, qui passera par le point M; la série des points N, N', N, N"....
formera une nouvelle ligne de seconde courbure qui passera par le
point N, et ainsi de suite, et toutes les lignes de seconde courbure divi-
seront la surface courbe en d’autres zdnes. Enfin toutes les lignes de
premiére courbure couperont & gngles droits toutes les lignes de seconde
courbure, et ces deux systémes de lignes courbes diviseront la surface
en clémens rectangulaires ; et cet effet aura lieu, non-seulement si ces
lignes sont infiniment proches, comme nous ’avons suppos¢, mais méme
quand celles d’'un méme systdme seroient & des distances finies les unes
des autres. Avant que d’aller plus loin, nous allons en apporter un
exemple, avec lequel on est déja familiarisé.

126. 51 l'on coupe une surface quelconque de révolution par une
suite de plans menés par I’axe, on aura une suite de sections qui seront

Q
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les lignes d'une des courbures de la surface ; car pour qu'une courbe soit
ligne de courbure d’une surface, il faut qu’en chacun de ses points ,
I’élément de surface cylindrique qui toucheroit la surface dans I'élément
de la courbe, ait sa droite géndratrice perpendiculaire & la courbe ; or
cette condition a évidemment lieu ici, non-seulement en chaque point
de la courbe pour un élément de surface cylindrique particuliére , ce
qui seroit suffisant , mais méme par rapport a toute la courbe pour une
méme surface cylindrique. De plus, si I'on coupe la méme surface de
révolution par une suite de plans perpendiculaires a 'axe, on aura une
seconde suite de sections , qui seront toutes circulaires, et qui seront les
lignes de I'autre courbure ; car si par un point quelconque d'une de ces
sections, on congoit la tangente au meéridien de la surface, et si l'on
suppose que cette tangente se meuve parallelement a elle-méme pour
engendrer I’élément d’une surface cylindrique tangent a la surface ,
’élément de la surface cylindrique touchera la surface de révolution
dans I’arc de cercle, et cet arc sera perpendiculaire & la droite généra-
trice. Ainsi, pour une surface quelconque de révolution , les lignes de
courbure sont, pour une espéce de courbure , les méridiens de la sur-
face , et pour l'autre courbure, les paralléles; et il est évident que ces
deux suites de courbes se coupent toutes i angles droits sur la surface.
127. (Fig. 49). Si par tous les points d'une des lignes de comr-
bure LMN OP d’une surface courbe on congoit des normales a la sur-
face, nous avons vu que la seconde normale rencontrera la premiére
en un certain point, que la troisiéme rencontrera la seconde en un autre
point , et ainsi de suite ; le systéme de ces normales, dont deux consé-
cutives sont toujours dans un méme plan , forme donc une surface déve-
loppable, qui est par-tout perpendiculaire & la surface courbe , et qui la
coupe suiyant la ligne de courbure. Cette ligne de courbure étant elle-
méme par-tout perpendiculaire aux normales qui composent la surface
développable , est aussi une ligne de courbure de cette derniére surface.
T arlte de rebroussement de la surface développable, aréte qui est for-
mée par la suite des points de rencontre des normales consécutives, et
A laquelle toutes les normales sont tangentes, estune des développées de
la courbe L MN O P; elleestle lieu des centres de courbure de tous les
points de cette courbe, et &lle est aussi celui des centres d’'une des cour-
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b

bures de la surface pour les points qui sont sur la ligne LM N O P.
Pon fait la m&me observation pour toutes les autres lignes de courbure
de la mé&me suite , telles que L' M' N" O P’, L" M" N” Q" P".... etc. toutes
les normales de la surface courbe pourront étre regardées comme com-
posant une suite de surfaces développables, toutes perpendiculaires & la
surface , et le systéme des arctes de rebroussement de toutes ces surfaces
développables formera une surface courbe qui sera le lien de tous les
centres d'une des courbures de la surface courbe.

Ce que nous venons de remarquer pour une des deux courbures de
la surface , a également lieu pour lautre. En effet, si par tous les
points L, L/, I_. » L"”.... etc. d'une des lignes de lautre- courbure, on
concoit des normales & la surface, ces droites seront consécutivement
deux a deux dans un méme plan; leur systme formera une surface
développable, qui sera par-tout perpendiculaire i la surface, et qui la
rencontrera dans la ligne de courbure L L' L" L".... qui sera elle-méme
une ligne de courbure de la surface développable. L’aréte de rebrous-
sement de'cette derniére surface sera le lieu des centres de courbure de
laligne L L'L"” L"...., et en m&me temps celui des centres de seconde
courbure de la surface courhe pour tous les points de la ligne LL' L" L"...
Il en sera de m&me pour toutes les normales mendes par les points des
autres lignes de courbore MM'M”"M"...., N N'N“N".... En sorte que
toutes les normales de la surface courbe pourront étre regardées de nou-
veau comme composant une seconde suite de surfaces développables,
toutes perpendiculaires i la surface , et le systéme des arétes de rebrous-
sement de toutes ces nouvelles surfaces développables , formera une
seconde surface courbe, qui sera le lieu des centres de la seconde cour-
bure de la surface,

128. Dans quelques cas particuliers, les surfaces des centres des deux
courbures d'une méme surface courbe sont distinctes, c’est-2-dire,
qu'elles peuvent étre engendrées séparément , ou qu’elles ont leurs équa-
tions séparées. On en a un exemple dans les surfaces de réyolution ,
pour lesquelles une de ces surfaces se réduit & I'axe méme de rota-
tion, ct pour lesquelles Pautre est une autre sarface de révolution
engendrée par la rotation de la développée plane du méridien autour du

A
méme axe. Mais le plus souvent, et dans le cas général , ces deux

Qa
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surfaces ne sont point distinctes, elles ne peuvent &tre engendrées sépa-
rément ; elles ont la méme équation, et elles sont deux nappes diffé-
rentes d'une méme surface courbe.

129. On voit donc que toutes les normales d’une surface courbe peu-
vent étre considérées comme les intersections de deux suites de sur-
faces développables, telles que chacune des surfaces développables ren-
contre la surface courbe perpendiculairement , et la coupe suivant une
courbe qui est en méme temps ligne de courbure de la surface courbe
et ligne de courbure de la surface développable , et que chacune des
surfaces développables de la premiére suite, coupe toutes celles de la
seconde suite en ligne droite et a angles droits.

130. Voyons actuellement quelques exemples de l'utilité dont ces gé-
néralités peuvent étre dans ceriains arts. Le premier exemple sera pris
dans Varchitecture.

Les voutes construites en pierres de taille sont composées de pidces
distinctes auxquelles on donne le nom générique de voussoirs. Chaque
voussoir a plusieurs faces ¢ui exigent la plus grande attention dans
Pexécution ; 10, la face qui doit faire parement, et qui devant &tre une
partie de la surface visible de la voute, doit étre exécutée avec la plus
grande précision, cette face se nomme Dowelle ; 2°. les faces par les-
quelles les voussoirs consécutifs s’appliquent les uns contre les autres,
on les nomme généralement joints. Les joints exigent aussi la plus grande
exactitude dans leur exécution ; car la pression se transmettant d’'un
voussoir & l'autre perpendiculairement a la surface du joint, il est né-

cessaire que les deux pierres se touchent par le plus grand nombre

possible de points, afin que pour chaque point de contact, la pression soit
la moindre , et que pour tous elle approche le plus de 1'égalité. 1l faut
donc que dans chaque voussoir les joints approchent le plus de la vé-
ritable surface dont ils doivent faire partie ; et pour que cet objet soit
plus facile & remplir, il faut que la surface des joints soit de la nature
la plus simple et de Pexécution la plus susceptible de précision. Clest
pour cela que on fait ordinairement les joints plans ; mais les surfaces
de toutes les vofites ne comportent pas cette disposition , et dans quel-
ques-unes on blesseroit trop les conyenances dont nous parlerons dans

—
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un moment , si on ne donnoit pas aux joints une surface courbe. Dans
ce cas , il faut choisir parmi toutes les surfaces courbes qui pourroient
d’ailleurs satisfaire aux autres conditions , celles dont la gérfération est
la plus simple, et dont l'exécution est plus susceptible d’exactitude.
Or, de toutes les surfaces courbes, celles qu’il est plus facile d’exécuter
sont celles qui sont engendrées par le mouvement d’une ligne droite ,
et sur-tout les surfaces développables ; ainsi, lorsqu’il est nécessaire
que les joints des voussoirs soient des surfaces courbes, on les compose,
autant qu’il est possible , de surfaces développables.

Une des principales conditions auxquelles la forme des joints des
voussoirs doit satisfaire, c’est d’étre par-tout perpendiculaires 4 la sur-
face de la vofite que ces voussoirs composent. Car, si les deux angles
qu'un méme joint fait avec la surface de la volite étoient sensiblement
inégaux , celui de ces angles qui excéderoit 'angle droit seroit capable
d’une plus grande résistance que l'autre ; et dans laction que deux
voussoirs consécutifs exercent 'un sur Pautre, I'angle plus petit que
Vangle droit, seroit exposé a éclater, ce qui, au moins , déformeroit
la vofite , et pourroit méme altérer sa solidité, et diminuer la durée de
Iédifice. Lors donc que la surface d’un joint doit &tre courbe, il con-
vient de 'engendrer par une droite qui soit par-tout perpendiculaire
a la surface de la voiite ; et si 'on veut de plus que la surface du joint
soit développable , il faut que toutes les normales 4 la surface de la
volite , et qui composent, pourainsi dire, le joint , soient consécutive-
ment deux & deux dans un méme plan. Or nous venons de voir que
cette condition ne peut étre remplie , 4 moins que toutes les normales
ne passent par une m¢me ligne de courbure de la surface de la vofite;
donc, si les surfaces des joints des voussoirs d’une voiite doivent étre
développables , il faut nécessairement que ces surfaces rencontrent celle
de la vofite dans ses lignes de courbure.

Drailleurs, avec quelque précision que les voussoirs d’une vofite soient
exécutés , leur division est toujours apparente sur la surface ; elle y
trace des lignes trés-sensibles, et ces lignes doivent &tre soumises & des
lois générales, et satisfuire a des convenances particuliéres, selon la
nature de la surface de la vofite, Parmi les lois générales , les unes sont
relatives & la stabilité , les autres & la durée de édifice ; de ce nombre
est la régle qui prescrit que les joints d’'un méme yvoussoir soient rectan-
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gulaires entre eux, par la méme raison qu’ils doivent étre eux-mémes
perpendiculaires & la surface de la vofite. Aussi les lignes de division
des voussoirs doivent étre telles que celles qui divisent la voiite en assises,
solent toutes perpendiﬁul:.lires a celles qlli t“\’i.‘ﬁﬂ]‘:t une m{};ue assise en
voussoirs. Quant atix convenances particuliéres , il y en a de plusieurs

sortes , et notre objet n’est pasici d’en faire Pénumération ; mais il y
en a une principale , c’est que les lignes de division des voussoirs qni’
comme nous venons de le voir, sont de deux espéces, et qui doivent
se rencontrer toutes perpendiculairement , doivent aussi porter le carac-
tére de la surface & laquelle elles appartiennent. Or, il n’existe pas de
ligne sur la surface courbe qui puisse remplir en méme temps toutes
ces conditions que les deux suites de II‘E.UHJS de c(}urln';_rcs, et elles les
remplissent complétement. Ainsila division d'une vofite en youssoirs doit
donc toujours étre faite par des lignes de courbure de la surface de la
voitte , et les joints doivent étre des portions de surfaces développables
formées par la suite des normales & la gurface qui, considérées consé=-
cutivement , sont deux a deux dans un méme plan; ensorte (ue pour
chaque youssoir, les surfaces des quatre joints, et celle de la vofite A
soient toutes rectangulajres.

. Avant la découverte des considérations géométriques sur lesquelles
tout ce que nous venons de dire est fondé , les artistes avoient un
sentiment confus des lois auxquelles elles conduisent , et, dans tous
les cas, ils avoient coutume de s’y conformer, Ainsi, par exemple ,
lorsque la surface de la vofite étoit de révolution, soit qu’elle fiit en
sphéroide , soit qu’elle fiit en berceau tournant , ils divisoient ses vous-
soirs par des méridiens et par des paralléles, c’est-a-dire , par les lignes
de courbure de la surface de la vofite.

Les joints qui correspondpient aux méridiens étoient des plans menés
par I'axe de révolution ; ceux qui correspondoient aux paralléles, étoient
des surfaces coniques de révolution autour du méme axe ; et ces deux
especes de joints étoient rectangulaires entre cux, et perpendiculaires 4
la surface de la yotite. Mais, lorsque les surfaces des voiltes n’avoient
pas upe génération aussi simple , et quand leurs lignes de courbure ne
se présentoient pas d'une maniére aussi marquée, comme dans les
volites en sphéroldes alongés, et dans un grand nombre d’autres ; les
artistes ne pouvoient plug satisfuire A tomtes les convenances, et ils
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sacrifioient, dans chaque cas particulier , celles qui leur présentoient
les difficultés les plus grandes.

1l seroit donc convenable que, dans chacune des écoles de géométrie
descriptive établie dans les districts, le professeur s’occupit de la dé-
termination et de la construction des lignes de courbure des surfaces
employées ordinairement dans les arts, afin que dans le besoin, les
artistes qui ne peuvent pas consacrer heaucoup de temps a de semblables
recherches , pussent les consulter avec fruit , et profiter de lewrs

résultats.

131. Le second exemple que. nous rapporterons sera pris dans l'art
de la gravure.

Dans la gravure les teintes des différentes parties de la surface des
objets représentés, sont exprimées par des hachures que Uon fait d’au-
tant plus fortes ou d’autant plus rapprochées , que la teinte doit étre
plus obscure.

Lorsque la distance a laquelle la gravure doit &tre vue est assez grande
pour que les traits individuels de la hachure ne soient pas apperqus , le
genre de la hachure est & pen prés indifférent; et quel que soit le contour
de ces traits, L'artiste peut toujours les forcer et les multiplier , de ma-
niére & obtenir la teinte qu’il desire et & produire l'etfet demandé.
Mais , et c’est le cas le plus ordinaire, quand la gravure est destinée
A &tre yue d’assez prés pour que les contours des traits de la hachure
soient appergus , la forme de ces contours n’est plus indifférente. Pour
chaque objet, et pour chaque partie de la surface d'un objet, il y
a des contours de hachures plus propres que tous les autres , & donner
une idée*de la courbure de la surface; ces contours particuliers sont
toujours au nombre de deux, et quelquefois les graveurs les em-
ploient tous deux a la fois, lorsque, pour forcer. plus facilement leurs
teintes , ils croisent les hachures. Ces contours, dont les artistes n’ont
encore u’'un sentiment confus, sont les projections des lignes de cour-
bure de la surface qu'ils veulent exprimer. Comme les surfaces de la
plupart des objets ne sont pas susceptibles de définition rigoureuse,
leurs lignes de courbure ne sont pas de nature i é&tre déterminées, ni
par le calcul, ni par des constructions graphiques. Mais, si dans leur
jeune dge, les artistes avoient été exercés & rechercher les lignes de
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courbure d’'un grand nombre de surfaces différentes » et susceptibles de
définitions exactes, ils seroient plus sensibles 4 la forme de ces lignes
et & leur position, méme pour les objets moins déterminds; ils les sai-
siroient avec plus de précision , et leurs ouvrages auroient plus d’ex-
pression,

Nous n’insisterons pas sur cet objet qui ne présente peut-&tre que le
moindre des avantages que les arts et 'industrie retireroient de 1’établis-
sement d'une €cole de géométrie descripiive dans chacun des districts

de la Rc‘iml.aliqnc.

- -
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I.

ON a supposé ( no. 4) que trois surfaces cylindriques & bases circu -
laires avolent en gél‘lér:ﬂ huit pu'mts communs. La note suivante n’a pas

pour objet de démontrer cette proposition , mais seulement de faire com-

prendre comment elle peut avoir lieu.

Considérons d’abord deux surfaces cylindriques , et supposons que
I'une ayant un diamétre sensiblement plus petit que lautre, elles se
pénétrent de maniére que les axes se rencontrent , €t fassent entre eux
un angle beaucoup plus petit que I'angle droit. Il est évident que la
surface dont le diamétre est le plus petit traversera l'autre de part en
part, en faisant sur la face antérieure de celle-ci et sur sa face poste-
rieure deux sections distinctes, semblables et trés-alongées. Actuellement
supposons que la troisiéme surface cylindrique ait un diamétre a peu
prés moyen entre ceux des deux autres, qu'elle pénétre celle dont le
diamétre est le plus grand , de maniére encore que les deux axes se ren-
contrent , mais sous un angle peu éloigné de I'angle droit, et qu'elle
traverse les sections faites sur cette surface & peu prés vers leurs milieux :
il est clair que les sections qu’elle produira sur les deux faces du agrand
cylindre , étant plus larges et moins longues que celles qui sont formées
par le petit cylindre , chacune des nouvelles sections coupera I'ancienne
en quatre points. Ainsi il y aura quatre points communs aux trois sur-
faces cylindriques , sur la face antérieure de celle qui a le plus grand
diamétre, etil y en aura quatre sur la face postérieure ; donc il y en
aura huit. Dans certains cas particuliers, ce nombre peut étre plus petit ;
il peut &tre réduit a six, a quatre, a deux, et méme & zéro, snivant les
positions et les diamétres des surfaces.

R
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De la génération des surfaces , quatriéme exemple. ( Voyezno, 12,

Des surfaces gauches. On peut toujours les regarder comme engen-
Drées par une droite indéfinie, qui se meut de maniére quelle s'appuie
constamment sur trois courbes données qui la dirigent dans son mouvye-
ment. Sion congoit une suite de surfaces coniques ayant leurs sommets
sur la premiére des trois courbes données, et passant toutes par la
seconde de ces courbes, les points ot ces surf
siéme courbe donnéde déterminent les différentes positions de la droite
génétratrice, Soient MEN , M' E' N’ » M"E"N” ( Fig. 6, en perspective )
les trois courbes directrices données ; ayant pris sur la premiére courhe
un point quelconque E , la surface conique qui auroit son sommet en ce

aces rencontrent la troi-

point et qui passeroit par la seconde courbe M’ E' N » couperoit la troi-
sicme M” E” N”en un point E”, ce qui détermineroit sur cette surface
Paréte E' E”. La position de cette aréte seroit celle de la droite généra-
trice , correspondante au point E ; on trouveroit de méme la position de
la droite génératrice pour chacun des points de la courlbe ME N,

Lorsque les trois directrices sont des lignes droites, il en résulte une
surface gauche qui jouit d’une propriété trés-remarquable ; c’est qu’elle
peut étre engendrée par une droite de deux manidres différentes, La
premiére génération suit évidemment de la deéfinition qu’on donne de Ia
surface; la droite mobile s'appuie constamment sur trois droites données.

La seconde génération se déduit de la premiére. Que parmi toutes les
droites qui s'appuient sur les trois droites données » on en choisisse trois
a volonté &, d', d"; qu'on considére ces derniéres comme de nouvelles
directrices , la droite mobile pourra s’appuyer constamment sur les trois
droitesd , d' , d".

Soit qu’on prenne pour directrices les trois droites données ou les
trois droites &, o', d’, la droite mobile dans I'un et lautre cas engendre
la méme surface,

Il suit de cette double génération que la surface pourroit s’exécuter
comme un tissu. Les fils de la chatne passeroient par les directrices don-
nées, et ceux de la trame par les droites qu'on a désignées par &, &', d".
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a chaque point de cette surface correspondroient deux droites , I'une
appartenant a la chaine et 'autre A la trame.

1’équation de cette surface gauche d double génération étant du second

degré ( voyez application de Panalyse & la géométrie ), elle ne peut &tre

coupée par une droite qu'en deux points; or, dans la seconde génération ,

la droite mobile a toujours trois points communs avec cette surface, don€
elle peut étre considérée comme un de ses élémens.

1.1 .1
Du plan tangent & une surface gauctke. ( Suite au no, 3o. )

Question. Par un point donné sur une surface gauche , mener un
plan tangent A cette surface ?

La surface gauche est Penveloppe de P’espace parcouru par une droite
mobile. Soient (fig. 50) MEN, M' E/ N’, M”"E” N”les trois courbes qui
dirigent le mouvement de la droite ; Z le point donné (1) sur la surface
gauche; E, E', B les points ou ’élément de cette surface correspon-
dantau point donné Z, rencontre les directrices; et enfin E T el W D o
les tangentes des directrices » mendes par les points E, £, E”,

Qu’on congoive la surface gauche qui auroit pour directrices les trois
tangentes E'T , E' T, E“T", et soient E E'F » FF'F", G G' G’ trois posi-
tious quelconques de sa génératrice, il est facile de voir que cette surface et
celle qui est donnéde ont un élément commun E E' E” suivant lequel elles
se touchent; en sorte que tout plan tangent & 'une touche nécessairement
Pautre. Or pour mener par le point donné Z un plan tangent A la sur-
face gauche qui a pour directrices les trois tangentes, il fant déterminer
deux droites par lesquelles ce plan doit passer. Mais on a yu (addition II)
que par chaque point Z de cette surface, on pouvoit y tracer deux droites,
Pune E Z E’ passant par les trois tangentes ET » E'T', E" T Pautre ZY X
s'appuyant sur les trois élémens EE R FFPF, 66 ¢ Donc le plan
passant par les deux droites E Z E, Z Y X cst le plan tangent a la surface
ganche la plus générale, en un point donné Z de cette surface.

—_—

(1) La fig, 50 est en erspective. Si tout étojt rapporté & deux plans perpendiculaires

entre eux comme dans les exemples qui précédent le no, 30, une seule Projection d'un

point de la surface gauche détermineroit la position de ce point,
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Cette solution suppose qu'on sache mener des tangentes aux courbes
qui dirigent le mouvement de la droite génératrice: on verra ( para-
graphe IIT) comment on méne les tangentes aux courbes lorsqu’elles ré-
sultent de Pintersection de denx surfaces connues , ou qu’elles sont don-
nées par la loi du mouvement d'un point générateur.

Ayant mené un plan tangent 4 nne surface gauche par un point donne
sur cette surface, on pourroit proposer de résoudre le probléme inverse:
« Etant donné le plan tangent, trouver le point de contact. » La solution
seroit une conséquence facile de ce qui précéde.

En effet le plan tangent & une surface gauche passe nécessairement par
I'une des positions de la droite génératrice. Soit E [’ I’élément par lequel
le plan tangent donné doit passer. On prolongera ce plan jusqu’a ce qu'il
rencontre les droites F F7, GG”, et qu'il les coupe chacune en un point ; la
droite, menée par les deux points dintersection , aura avec ’élément E E”
un point conunun, qui est le péint de contact demandé.

Lorsqu’un plan touche une surface déyveloppable, le contact a lien sur
toute la longueur de la droite commune au plan et & la surface 3 mais
lorsqu’il touche une surface gaunche, le contact n’a lieu qu’en un senl
point de la droite qui leur est commune ; en tout autre point de cette
droite il est sécant.

Byt 3
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